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			Introducción

			Los últimos avances científicos y experimentales han corroborado que, en la escala más fundamental, toda la materia está constituida por tres partículas elementales: los protones y neutrones, que se unen para formar los núcleos, y los electrones que, junto a los núcleos, componen los átomos. Estas partículas exhiben propiedades ondulatorias peculiares, que son descritas a través del formalismo de la mecánica cuántica. De acuerdo con este formalismo, las partículas se describen a través de una función de onda, que expresa la probabilidad de que la partícula se encuentre en una posición determinada cuando la misma es observada, mientras que, si no se realiza una observación, se encuentra en un estado de superposición. Este resultado teórico, comprobado experimentalmente, no tiene una única interpretación.

			Los átomos se unen entre sí para formar moléculas, y estas a su vez componen a todos los objetos. En la naturaleza no existe ningún sistema aislado, todos los sistemas se encuentran relacionados entre sí, aunque para poder entender las leyes naturales la ciencia estudia estos sistemas de forma independiente. A nivel macroscópico, los objetos no muestran los peculiares efectos cuánticos que se manifiestan en la escala microscópica, o al menos, aún no se ha desarrollado una tecnología que permita observarlos. De acuerdo con las interacciones que se presenten entre las moléculas, se distinguen tres estados de agregación: gas, líquido y sólido. En el estado gaseoso, las energías cinéticas de las moléculas sobrepasan a las energías de interacción entre estas de tal manera que estas se mueven libremente distribuyéndose de forma aleatoria en el espacio. En el estado líquido existe una equivalencia entre la energía cinética y la energía de interacción que permite el movimiento relativo de las diferentes capas moleculares, aunque el volumen total de líquido permanece confinado en una región del espacio y limitado por una interfase móvil (superficie del líquido). Esta capacidad de movimiento molecular es lo que le confiere la propiedad de fluidez a los gases y líquidos.

			En el caso de los sólidos, sin embargo, las energías de interacción molecular son predominantes, lo cual impide que los sólidos manifiesten la propiedad de fluidez. En la escala microscópica las moléculas se encuentran enlazadas entre sí, formando una red cristalina organizada. La superficie del sólido constituye la interfase entre el sólido y una fase fluida, ya sea gaseosa o líquida. Esta superficie tiene características diferentes, aunque dependientes, de las características que se presentan en el seno del sólido. Precisamente, el objetivo general del presente texto consiste en describir las propiedades morfológicas, fisicoquímicas y moleculares que caracterizan a las superficies sólidas. 

			

			En el Capítulo 1 se exponen las propiedades morfológicas que poseen las superficies sólidas. En el Capítulo 2 se presentan los diferentes métodos que se pueden emplear para medir el área superficial de los sólidos y de las partículas sólidas, respectivamente. En el Capítulo 3 se presentan los métodos teóricos que pueden emplearse para describir las propiedades morfológicas y el área superficial de los sólidos a partir de los procesos dinámicos que tienen lugar durante su formación. En el Capítulo 4 se explica el fenómeno de adsorción, que se relaciona con la deposición de sustancias sobre la superficie de los sólidos. En el Capítulo 5 se aborda la quimisorción, que tiene que ver con los procesos de reacción en las superficies sólidas. En el Capítulo 6 se describe cómo las propiedades de las superficies afectan la cinética de las reacciones heterogéneas del tipo gas-sólido. Por último, en el Capítulo 7, que es el más extenso debido a la temática tratada, se presentan las propiedades moleculares de las superficies y cómo el estudio de estas se aborda desde el formalismo de la química cuántica. Estos capítulos se han organizado de menor a mayor complejidad del tema tratado y, aunque el lector puede estudiar cada uno de forma independiente, se recomienda una lectura del primero, ya que en esta se esclarece el enfoque general del texto. En cada apartado se presentan ejercicios resueltos que permiten poner en práctica los conocimientos teóricos y, al final de cada capítulo, se presentan preguntas y ejercicios que permiten al lector consolidar los conocimientos aprendidos. Todas las respuestas de las preguntas teóricas aparecen en el texto, así como la respuesta final de cada uno de los ejercicios propuestos. Por último, se presentan artículos y textos que se recomiendan para profundizar sobre este tema.

		

	
		

		
			Capítulo 1

			Características de las superficies sólidas

			En este capítulo, se presentan las características más relevantes de las superficies sólidas desde el punto de vista morfológico y químico-físico. Se conceptualizan y ejemplifican los términos generales relacionados con las superficies que suelen encontrarse en la naturaleza.

			1.1. Introducción

			A diferencia de las fases fluidas, los sólidos presentan una morfología macroscópica independiente de sus condiciones ambientales; aunque sus propiedades físicas, tales como la densidad, conductividad térmica, elasticidad y la resistencia a la compresión, pueden variar en dependencia de las condiciones ambientales y de la edad del sólido. El cambio de esta forma solo es posible con una fuerza externa al sistema lo suficientemente elevada o continua como para causar que los enlaces entre las moléculas se quiebren causando una división del sólido, con el consiguiente cambio de morfología.

			De acuerdo con el ordenamiento de las moléculas, los sólidos pueden dividirse en cristalinos y amorfos. En el primer caso, las moléculas se enlazan en una red ordenada de protones y electrones; mientras que en los sólidos amorfos no existe una estructura a nivel molecular bien definida. La estructura molecular depende de la composición del sólido y de las condiciones bajo las cuales se produce su formación. A su vez, los sólidos pueden estar constituidos por varias fases distinguibles entre sí, como en los sólidos porosos, que pueden ser visualizados como una fase gaseosa dispersa en un medio sólido, o sólidos compuestos que pueden ser visualizados como la dispersión de una fase sólida bien definida en el seno de un medio sólido (Adams, 2014). Si bien resulta prácticamente imposible observar directamente el interior de un sólido para definir su estructura, esta puede ser inferida a través del empleo de técnicas de medición indirectas: métodos espectroscópicos u observación directa de la superficie. En este contexto, las superficies sólidas son las interfaces entre un sólido y la fase fluida con la cual se encuentra en contacto -líquido o gas-. 

			En la Figura 1.1.1 se ilustran las superficies de diferentes tipos de sólidos tal y como se visualizan en la escala macroscópica. Se observa que no son en absoluto planas, sino que presentan irregularidades en relación con la posición espacial de la interfase. La amatista (D) y el coral (B) exhiben un determinado nivel de organización estructural, mientras que la esponja (A) y la mezcla de cemento y arena (C) muestran un marcado carácter aleatorio. La presencia de estas irregularidades espaciales causa que el área real de una superficie sólida sea siempre mayor que la correspondiente a una superficie plana de tamaño equivalente (Joud y Barthes, 2015).

			

			Las irregularidades espaciales tienen como propiedad fundamental que su magnitud escala con el tamaño del sistema observado o el nivel de magnificación empleado. Así, una superficie que en la escala macroscópica se observa completamente plana, puede presentar irregularidades en una escala de observación menor, como se ilustra en la Figura 1.1.2. De aquí se deduce que las irregularidades superficiales se encuentran estrechamente relacionadas con el tamaño total del sólido.

			Además de las irregularidades relacionadas con la altura de la interfase  que se identifican con la rugosidad de la superficie, el sólido puede presentar una naturaleza química heterogénea, de tal manera que la composición química cambia en dependencia de la posición espacial. Estos cambios se pueden eventualmente apreciar en las variaciones de color que muestra la superficie, y pueden o no causar cambios en la altura de la interfase.
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			Figura 1.1.1. Micrografías superficiales de diferentes sólidos, A: sólido poroso: esponja; B: sólido biológico con una morfología organizada (coral); C: sólido disperso (mezcla de cemento y arena) y D: sólido cristalino (amatista) 

			Fuente: elaboración propia.
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			Figura 1.1.2. Imagen macroscópica (40x) de una superficie de acero inoxidable (A) y vista microscópica a 1000x (B) 

			Fuente: elaboración propia.

			Los cambios espaciales en la composición química de la superficie tienen gran importancia cuando se analizan procesos de reacción química o adsorción de sustancias, aspectos que serán analizados en los próximos capítulos.

			1.2. Área superficial específica de las partículas sólidas

			Las partículas sólidas se caracterizan a través del área superficial específica, definida como el área de la superficie dividida por el tamaño o masa de la partícula. De acuerdo con la magnitud, se tiene: i) as,v (m2/m3): el área total de la superficie S (m2) dividida por el volumen V (m3) total del sólido; ii) as,m (m2/kg): el área superficial S dividida por la masa total M (kg) del sólido y iii) as,n (m2/mol) el área superficial dividida por el número de moles totales N del sólido, de tal forma que:

			[image: ]

			donde se han añadido los subíndices v, m y n para indicar si el área superficial específica se define respecto al volumen, la masa o el número de moles, respectivamente. Debido a que la densidad r del sólido (kg/m3) se define como la masa por unidad de volumen, y el peso molecular Pw como la masa por mol, se obtiene:
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			El área superficial específica puede ser estimada con facilidad cuando se pueden despreciar las irregularidades presentes en la superficie y la partícula tiene una forma geométrica regular. Así, para partículas esféricas de radio r (m):
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			para partículas cilíndricas de radio r y altura h:
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			para partículas cúbicas, donde a representa la longitud del lado:
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			Ejemplo 1.2.1

			
				
					[image: ]
				

			

			

			Ejemplo 1.2.2.
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			Figura E. 1.2.2.1. Comportamiento del área superficial específica respecto al tamaño 

			__ esfera; _ _ _ cilindro; .· · · cubo

			Fuente: elaboración propia.

			El término partícula sólida es relativo, ya que este depende del volumen total del sólido y de el volumen del espacio que se está considerando. La Tierra, por ejemplo, puede ser una partícula sólida en el sistema solar, pero es evidente que en la escala de observación humana su volumen es demasiado grande como para poder visualizarla como una partícula. La superficie de la Tierra es considerada más como un sólido plano en el cual se presentan irregularidades, tales como montañas y valles, que como una partícula sólida. En este sentido, cuando el volumen de sólido es demasiado grande como para poder considerarlo una partícula, es preferible visualizarlo como un sólido plano rugoso, donde la rugosidad causa que el área superficial real sea mayor que el área correspondiente a una superficie plana euclidiana. En este caso es más práctico considerar en vez del área superficial específica, el exceso de área aexc (m2/m2), definido como el área real S (m2) de la superficie dividido por el área geométrica A (m2) equivalente de una superficie plana.

			

			[image: ]

			Mientras que el área superficial específica depende de la forma y el tamaño de la partícula, el área en exceso de un sólido plano depende de la magnitud de la rugosidad o valor promedio de las irregularidades o fluctuaciones en la superficie, así como de la morfología de estas (Aveyard y Haydon, 1973). Para visualizar este importante aspecto de las superficies sólidas, en la Figura 1.2.1. se muestran dos sólidos planos encima de los cuales hay un cubo y una semiesfera, respectivamente, que representan las fluctuaciones o rugosidad de la superficie. Aplicando las ecuaciones de la geometría euclidiana se obtiene para el caso de irregularidades cúbicas:
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			mientras que en el caso de irregularidades esféricas:
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			Figura 1.2.1.Visualización de las irregularidades en la superficie de un sólido plano a través de objetos en 3D, un cubo (arriba) y una semiesfera (debajo)

			Fuente: elaboración propia.
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			Figura 1.2.2. Visualización de las irregularidades en la superficie de un sólido plano a través de objetos en 3D, un cubo (arriba) y una semiesfera (debajo)

			Fuente: elaboración propia.

			Comparando las ecuaciones (1.2.15.) y (1.2.16.), a medida que la magnitud de las fluctuaciones en la interfase se incrementa respecto al tamaño total del sólido, se incrementa el área en exceso, así como la influencia de la forma de las irregularidades, siendo mayor en el caso del cubo. En la gran mayoría de las superficies sólidas, las fluctuaciones en la altura de la interfase muestran un comportamiento aleatorio o demasiado complejo como para poder visualizarlas a través de objetos de la geometría euclidiana, por lo que este sencillo método no puede ser aplicado sin que esto conlleve a grandes errores.

			1.3. Caracterización termodinámica

			Las superficies móviles presentan deformaciones plásticas, en el sentido de que el incremento del área superficial conlleva a un incremento proporcional en la cantidad de moléculas que se encuentran en la superficie. Estas deformaciones son influenciadas por la temperatura, la presión del sistema y las propiedades generales de las superficies móviles; se cuantifican a través de la tensión superficial, que es el parámetro termodinámico que se emplea para caracterizar las superficies sólidas.

			La situación es un tanto diferente en el caso de las superficies sólidas: el área constante de estas permanece independiente de la temperatura y presión del sistema, a menos que existan procesos de deposición o desprendimiento de partículas sobre la superficie. Por esta razón, resulta muy difícil estimar la tensión de una superficie sólida, la cual es significativamente más elevada que en el caso de las móviles.

			

			Por otra parte, las deformaciones plásticas se pueden medir a través de la tensión superficial gp (N/m), que cuantifica el trabajo que hay que realizar sobre el sistema para incrementar el área de la superficie. A diferencia de las superficies móviles, las sólidas experimentan deformaciones elásticas, que se manifiestan en el hecho de que, al incrementarse el área, no solo se incrementa el número de átomos, sino además se distorsionan las distancias entre estos, fenómeno que se cuantifica a partir del stress superficial U. La tensión de una superficie sólida debe considerar el efecto de ambos fenómenos, por lo que esta se determina como:

			[image: ]

			Teóricamente, la tensión superficial de una superficie sólida en la cual se pueden despreciar los efectos elásticos puede ser estimada a partir de las energías de enlace Eenl (J/mol) de los átomos o moléculas que se encuentran en la superficie, de tal forma que, para sólidos cristalinos:

			[image: ]

			donde n (mol/m2) representa el número de moles por unidad de área. Este valor puede ser estimado si se considera el tamaño de la molécula y el área que puede ocupar sobre la superficie. Para el caso de los sólidos, la tensión superficial es equivalente a la energía superficial expresada por unidad de área. La energía de enlace de los átomos o moléculas en la superficie puede ser estimada teóricamente mediante las herramientas de la química computacional y teórica, o experimentalmente a través del empleo de métodos químico-físicos y espectroscópicos.

			

			Ejemplo 1.3.1.
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			1.4. Procesos relacionados con las superficies sólidas

			Los fenómenos en los cuales se involucran las superficies sólidas se encuentran presentes, tanto en la naturaleza como en la industria tecnológica, y pueden ser de tipo físico, químico o biológico. La dinámica y evolución de estos procesos no solo depende de la composición química de las superficies en cuestión, sino también de la morfología y área de la misma.

			Los fenómenos físicos generalmente se relacionan con la deposición y adsorción de sustancias sobre las superficies, así como la desorción y desprendimiento de productos. En la naturaleza ocurre la adsorción de sales sobre la superficie de las rocas sumergidas en agua, del ozono y otros compuestos de bajo peso molecular sobre las partículas de hielo que se encuentran suspendidas en las capas altas de la atmósfera, así como la deposición de compuestos orgánicos de alto peso molecular en las rocas de los yacimientos porosos de petróleo. Los fenómenos de tipo químico se pueden dividir en dos grandes grupos: el primero incluye los fenómenos en los cuales la superficie del sólido actúa como catalizador de reacciones químicas, mientras que en el segundo se encuentran aquellos en donde el sólido es una de las sustancias reaccionantes. El deterioro de la capa de ozono en las regiones cercanas a los polos terrestres se ha explicado, considerando que las partículas de hielo actúan como un catalizador que favorece la reacción del ozono con las sustancias orgánicas contaminantes. En joyería, la necesidad de limpiar los artículos de plata con determinada frecuencia se debe a que este metal reacciona lentamente con el oxígeno de la atmósfera formándose una capa de óxido de plata sobre la superficie. En el caso de los fenómenos biológicos, se conoce que los microorganismos encuentran en las superficies húmedas un nicho favorable para formar una comunidad o población que consume los componentes biodegradables que entran en contacto con la superficie. En todos estos fenómenos la eficiencia y la velocidad de los procesos dependen significativamente del área total de la superficie. Con el propósito de incrementar la eficiencia de los procesos industriales en los cuales se involucran productos sólidos, estos son triturados para disminuir el tamaño de las partículas, siendo el tamaño promedio de estas uno de los parámetros a considerar cuando se trata de estudiar estos fenómenos.

			

			Ejemplo 1.4.1.
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			Ejemplo 1.4.2.
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			Figura E. 1.4.2.1. Comportamiento del número de moles adsorbidos por unidad de volumen respecto al radio mínimo de las partículas considerando como parámetro el valor del radio máximo

			Fuente: elaboración propia. 

			1.5. Ejercicios

			
					Obtenga una relación para estimar el comportamiento del área superficial específica de un sólido de forma tetraédrica (un tetraedro es un objeto formado por 4 triángulos equiláteros. Respuesta: [image: ]

					Determine en cuántas partículas cúbicas y de qué tamaño debe dividirse un sólido de volumen igual a 0.1 m3 para obtener un área superficial específica igual a la de una partícula esférica de radio igual a 0.5 cm. Respuesta: 100 partículas en forma de cubo con lados de longitud igual a 0.01 cm.

					Determine el área superficial específica de un sólido granulado en el cual la distribución de tamaño de las partículas responde a la relación [image: ], donde 0.01 < r < 0.1 cm. Considere que a) las partículas tienen forma esférica; b) las partículas tienen forma cúbica. Respuesta: a) 39.974 cm2/cm3; b) 79.948 cm2/cm3.

					Se tiene un producto G del cual se conoce que el área ocupada por 1 mol sobre la superficie de un sólido B es igual a 0.01 m2. Estime la cantidad de producto adsorbido por unidad de masa del sólido si se conoce que la fracción de área cubierta de G es igual al 40 % y la densidad del sólido es igual a 2500 kg/m3. El sólido se presenta granulado, con partículas esféricas de diámetro entre 0.001 mm y 0.009 mm, donde la distribución de tamaño de las partículas está dada por [image: ] donde r está expresado en mm. Respuesta: 2.84 mol/kg.

			

			

		

	
		

		
			Capítulo 2.

			Área de superficies y partículas rugosas

			La superficie de los sólidos se caracteriza por presentar irregularidades, que pueden o no ser observadas a simple vista, que causan que el área real del sólido sea mayor que la correspondiente a una superficie plana. Por otra parte, las partículas sólidas reales generalmente tienen formas no regulares y superficies rugosas, por lo que la determinación de su área superficial específica no se puede realizar mediante el empleo de las ecuaciones de la geometría euclidiana, como ocurre cuando se trata de los sólidos regulares. En este contexto, es importante señalar que el área superficial de un sólido real no puede ser determinada con precisión, y el valor estimado para una misma superficie cambia en dependencia del método de medición empleado.

			Los métodos de medición se pueden clasificar en dos grupos: 1) las que se basan en la medición de un parámetro químico-físico cuyo valor depende del área superficial específica y 2) las que se basan en el tratamiento de imágenes. En el presente capítulo se describen las características de estos métodos.

			2.1. Métodos termodinámicos

			Cuando un sólido se sumerge en un líquido, en el cual es insoluble, las moléculas de líquido se enlazan de forma reversible a la superficie de una forma organizada, ya que la orientación de estas depende de las estructuras moleculares del líquido y del sólido y de las fuerzas de interacción que se establecen entre ellas. Como resultado, las moléculas de líquido en la superficie están más ordenadas que en el seno del líquido, disminuyendo la entropía del sistema. De acuerdo con la termodinámica, la variación de energía libre de Gibbs [image: ] de un sistema en equilibrio está dada por:

			[image: ]

			donde ΔH es la entalpía y ΔS la entalpía, siendo T la temperatura, de tal forma que un proceso es espontáneo sí [image: ]. Si en la inmersión del sólido ocurre que [image: ], para que se cumpla esta condición es necesario que [image: ], de ahí se infiere que el proceso de inmersión de un sólido en un líquido en el cual es insoluble conlleva a un desprendimiento de calor. A partir de esta consideración se establece que el calor de inmersión [image: ] por kilogramo de sólido es igual al producto de la tensión superficial del líquido por el área superficial específica del sólido:

			

			[image: ]

			donde [image: ] (kg/m3) e γl (kg/kgmol) son la densidad y el peso molecular del sólido, respectivamente.

			
				
					[image: ]
				

			

			El valor del área superficial específica calculado por este método requiere del empleo de medidores de temperatura de alta precisión, y para un mismo sólido el valor calculado cambia en dependencia del líquido seleccionado.

			2.2. Métodos cinéticos

			

			Los métodos cinéticos se basan en considerar que la velocidad de disolución de un sólido en un líquido para un tiempo igual a cero es proporcional al área superficial del sólido. La idea consiste en determinar experimentalmente cómo cambia la concentración de sólido respecto al tiempo, y ajustar el comportamiento experimental observado a una función de t mediante el empleo de métodos estadísticos:

			[image: ]

			Tomando en cuenta que la velocidad se define como la variación de la masa respecto al tiempo, se deriva f(t):

			[image: ]

			La velocidad inicial se estima mediante la aplicación del límite cuando el tiempo tiende a cero:

			[image: ]

			de tal forma que el área superficial específica se determina como:

			[image: ]

			siendo V0 (m3) el volumen inicial del sólido y k una constante que involucra la velocidad de disolución del sólido. Esta constante de velocidad debe ser calculada o estimada realizando el experimento con un sólido, del que se conoce el área superficial específica. El valor de área superficial específica calculado depende del tipo de líquido en el cual se disuelve el sólido y de la velocidad de agitación, ya que esta influye sobre la difusión molecular que tiene lugar desde la superficie del sólido al seno del líquido. La velocidad observada es el resultado neto de los procesos de difusión y disolución en el sistema, por lo que se sugiere una agitación apropiada que minimice los efectos del transporte de masa.
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			2.3. Caracterización de la rugosidad superficial

			Desde el punto de vista clásico, las irregularidades en las superficies sólidas se caracterizan a través de la observación de la altura de superficie respecto a una coordenada de referencia. Existen dos métodos para cuantificar la magnitud de estas irregularidades. El primero se basa en técnicas estadísticas y en el cálculo de la rugosidad. El segundo se basa en la geometría fractal y en el cálculo del exponente de rugosidad local (Baleanu et al., 2014).

			La determinación de la rugosidad mediante técnicas estadísticas parte de la observación directa de un corte transversal del sólido, tal y como se muestra en la Figura 2.3.1, y en medir la altura de la interfase hi en diferentes posiciones espaciales. El conjunto de mediciones se procesa mediante técnicas estadísticas relativamente sencillas, de tal manera que la rugosidad [image: ] se define como:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			

			representa la desviación estándar.

			A 

			[image: ]

			[image: ]

			B

			Figura 2.3.1. Observación de la interfase a través del corte transversal del sólido para cuantificar la rugosidad desde el punto de vista estadístico y visualización de esta como la línea irregular que se obtiene al interceptar la superficie con un plano perpendicular a esta

			Fuente: elaboración propia.

			Esta técnica tiene como desventaja que su aplicación puede conllevar la ruptura del sólido. Sin embargo, si se toma en cuenta que la interfase puede ser visualizada como la línea irregular que se obtiene en el intersecto entre la superficie y un plano perpendicular a esta, se pueden aplicar los métodos basados en la geometría fractal para su caracterización.

			La geometría fractal se fundamenta en describir la morfología de los objetos regulares, pero muy complejos, así como de los objetos irregulares a través de un parámetro, denominado dimensión fractal, que se relaciona con la capacidad del objeto de cubrir un espacio euclidiano dimensional.

			De la geometría euclidiana es conocido que la dimensión n de un espacio se relaciona con la cantidad de coordenadas que es necesario especificar para localizar la posición de un punto, el cual tiene dimensión n igual a cero. En este sentido, una línea tiene dimensión n = 1, un plano tiene dimensión n = 2 y el espacio ordinario tiene n = 3. Dentro de estas dimensiones euclidianas se localizan objetos que cuando se miden con una escala de longitud l, se obtiene como resultado que el tamaño tiene unidades expresadas como ln. Así, el tamaño de una línea es la longitud propiamente dicha, el tamaño de un objeto inmerso en un plano es su área y se expresa en unidades de l2 y el tamaño de un objeto dentro de un espacio es su volumen, que se expresa en unidades igual a l3. En la Figura 2.3.2 se muestran objetos regulares que pueden ser representados mediante funciones analíticas. En este sentido, si se conoce la función analítica que describe al objeto en cuestión, pueden calcularse sus dimensiones mediante el empleo del cálculo diferencial integral ordinario.

			

			Una línea irregular no puede ser visualizada en un espacio de 1D, sino que necesita estar embebida en un espacio 2D. En este caso, la longitud total de la línea escala con un valor de dimensión no entera que se encuentra entre 1 y 1.5, de tal forma que esta puede ser estimada a través de la relación:

			[image: ]

			donde L es la longitud de la línea euclidiana que une dos puntos dentro del objeto medida, q es un parámetro que depende de la precisión de la medición y f es la dimensión fractal de capacidad, la cual desde el punto de vista práctico se determina a partir de una imagen de la línea irregular mediante el método de conteo de cajas.

			[image: ][image: ]

			[image: ]

			Figura 2.3.2. Objetos en diferentes dimensiones A: línea en un espacio de 1D; B: objeto inmerso en 2D; C: objeto inmerso en 3D 

			Fuente: elaboración propia. 

			

			El método del conteo de cajas se basa en convertir la imagen del objeto en una imagen binaria, y dividir esta imagen en N celdillas de tamaño l, contándose entonces el número de celdas n0 dentro de las cuales está contenido el objeto o una parte de este (Figura 2.3.3.). El procedimiento se repite disminuyendo progresivamente el tamaño l, de tal manera que la dimensión fractal se determina como:

			[image: ]

			El exponente de rugosidad local de una línea irregular se determina como:

			[image: ]

			de tal forma que la rugosidad puede ser caracterizada como:

			[image: ]

			donde h es la altura promedio de las irregularidades y L es la longitud del segmento que une a los dos puntos extremos de la línea irregular, debiendo cumplirse que h < L. El exponente de rugosidad local se encuentra entre 0.5 y 1, y a medida que su valor disminuye la magnitud de las irregularidades es mayor y, por lo tanto, la superficie es más rugosa.

			[image: ]   [image: ]

			Figura 2.3.3. División del espacio en celdillas para la determinación de la dimensión fractal de la línea irregular (A) por el método del conteo de cajas (B) obteniéndose f = 1.0871 

			Fuente: elaboración propia.

			

			El método basado en la dimensión fractal tiene como ventaja que pueden utilizarse programas para el tratamiento de imágenes que permiten estimar la dimensión fractal, sin necesidad de modificar la superficie sólida bajo estudio. En el caso del ImageJ, la determinación de la dimensión fractal consta de los siguientes pasos:

			1. Abrir la imagen de la interfase sólida y convertirla en una imagen de 8 bit a través de la opción Image/Type/8 bit.

			2. Convertir la imagen en binaria a través de la opción Process/Binary/Make Binary.

			3. Para el cálculo de la dimensión fractal emplea la opción Analyze/Tools/Fractal Box Count, y el programa entrega como resultado el valor de la dimensión fractal D y el gráfico del ploteo de log(box size) vs. log(count), como se muestra en la Figura 2.3.3. B.

			2.4. Estimación del área fractal específica de superficies sólidas

			En este contexto, se define el área fractal de una superficie SF como el área calculada considerando explícitamente la presencia de irregularidades o fluctuaciones en la altura de la superficie que se caracterizan a través de la dimensión fractal. 

			Mientras que en una superficie euclidiana el área puede ser estimada a través de la integral:

			[image: ]

			En el caso de las superficies sólidas reales, es necesario tomar en consideración de forma explícita la influencia de la rugosidad, para esto se hace uso de la geometría fractal y el cálculo diferencial-integral fraccionario, de modo que el área de la superficie pueda ser estimada a través de integrales fraccionarias, cuyo orden de integración corresponde con la dimensión fractal de la línea irregular correspondiente a la dirección especificada, de manera que el área fractal se calcula:

			[image: ]

			siendo [image: ] la i

			

			ntegral fraccionaria de orden n respecto a la variable de integración t, fx y fy son las dimensiones fractales de las líneas irregulares que se observan en la superficie en las direcciones x e y, respectivamente, el parámetro k se relaciona con la precisión de la medición y del nivel de magnificación de la imagen, entre otros factores y [image: ](t) es la función gamma definida como:

			[image: ]

			Nótese que la función gamma involucra una integral que no se puede resolver de forma analítica, siendo necesario la aplicación de métodos numéricos de integración. Los valores de la función gamma pueden ser encontrados en diferentes tablas matemáticas. Tomando en cuenta el intervalo de valores que puede tomar la dimensión fractal de una línea irregular, se establece la siguiente aproximación mediante la aplicación de técnicas estadísticas:

			[image: ]

			El área fractal específica as,f se define como el cociente entre el área fractal y el área correspondiente a la superficie euclidiana equivalente, de tal manera que si se considera X = Y = L se obtiene:

			[image: ]

			Físicamente, el área fractal específica as,f se identifica con el área de la superficie expresada por unidad de área euclidiana del sólido, y su valor será igual a la unidad en ausencia de rugosidad. Por otra parte, el cociente L/k se relaciona con la magnitud relativa de las irregularidades respecto al tamaño del sistema observado, el cual debe ser lo suficientemente grande como para que se puedan apreciar, pero a la vez lo suficientemente pequeño como para que dichas irregularidades puedan ser observadas. La magnitud de las fluctuaciones superficiales se incrementa a medida que el tamaño del sistema observado disminuye, lo que puede estar asociado a un incremento en el nivel de magnificación de la imagen, lo que conlleva a que el área fractal específica se incrementa a medida que la escala de observación disminuye, siendo imposible estimar con exactitud el área superficial real. 

			A partir de estas consideraciones, se propone que la relación L/k sea igual al cociente entre la altura máxima hmax y la altura hmin de la superficie observada experimentalmente, de tal manera que la ecuación (2.4.5) se escribe como:

			

			[image: ]

			El área fractal específica, por definición, es un valor que es igual o mayor que 1, por lo que si en algún cálculo se obtiene un valor menor que la unidad se considera que la rugosidad no afecta significativamente el área de la superficie, la cual se considera igual al área euclidiana correspondiente.

			En la Figura 2.4.1. se muestran las imágenes macroscópica y microscópica, respectivamente, de una superficie metálica, así como la reconstrucción de la superficie en 3D realizada con el programa ImageJ a través de la opción Plugins/3D/Interactive 3D Surface Plot, la cual se puede obtener con el color original de la imagen o con una escala que es proporcional a la altura de la interface, estimada por el programa a partir de la intensidad de color de los pixeles.

			[image: ]     [image: ]

			Figura 2.4.1. A: Imagen de la superficie en la escala macroscópica; B: Imagen de la superficie en la escala microscópica (magnificación x1000)

			Fuente: elaboración propia.
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			Figura 2.4.2. Reconstrucción en 3D de la superficie en color original C: escala macroscópica; D: escala microscópica

			Fuente: elaboración propia.
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			Figura 2.4.3. Reconstrucción en 3D de la superficie mostrando en escala de color la altura de la interfase. E: escala macroscópica; F: escala microscópica

			Fuente: elaboración propia.

			Para calcular el área fractal específica mediante el programa ImageJ, se aplica la siguiente metodología:

			1. Se abre la imagen de la superficie y se convierte en una imagen de 8-bit a través de la opción Image/Type/8-bit.

			2. En la opción Anayze/Set measurements se selecciona la opción Min & max gray value.

			3. Se obtiene el valor máximo y mínimo de intensidad de los pixeles a través de la opción Analyze/measurement.

			4. Se selecciona toda la imagen mediante la opción de teclado Ctrl-A y se plotea el perfil promedio de intensidad de los pixeles a través de la opción Analyze/Plot Profile.

			5. La imagen obtenida se convierte en una imagen binaria a través de la opción Binary/Make Binary.

			6. Se determina la dimensión fractal del perfil de intensidad de los pixeles a través de la opción Analyze/Tools/Fractal box count.

			

			7. Se rota la imagen a la derecha a través de la opción Image/transform/Rotate 90 Degrees Right.

			8. Se repiten los pasos 4, 5 y 6.

			Ejemplo 2.4.1.
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			2.5. Estimación del área superficial específica de las partículas sólidas

			Las partículas sólidas reales presentan irregularidades en dos escalas diferentes. La primera es la macroscópica, y se refiere a la forma de toda la partícula. La segunda es la microscópica, y se refiere a las irregularidades que se presentan sobre la superficie de estas. Estas escalas se ilustran en la Figura 2.5.1., donde se puede observar que la forma de la partícula no se corresponde con la de un objeto euclidiano regular (esfera, cilindro, cono, etcétera); mientras tanto, en la escala macroscópica como en la microscópica se aprecian irregularidades, tal y como se puede apreciar en la reconstrucción en 3D de la superficie en ambas escalas.

			[image: ]   [image: ]

			Figura 2.5.1. Imagen macroscópica de una partícula sólida (A) y su superficie observada en la escala microscópica a 1000x (B)

			Fuente: elaboración propia.
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			Figura 2.5.2. Reconstrucción en 3D en color original de la superficie de una partícula sólida C: escala macroscópica D: escala microscópica 

			Fuente: elaboración propia. 
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			Figura 2.5.3. Reconstrucción en 3D en escala de color que muestra la altura de la superficie de una partícula sólida E: escala macroscópica F: escala microscópica

			Fuente: elaboración propia. 

			A diferencia de los sólidos planos, en las partículas sólidas es apropiado considerar el volumen. Por esta razón, el área superficial específica se define como el área de la superficie dividida por el volumen de la partícula. Como se explicó en el Capítulo 1, este cálculo es sencillo para las partículas con formas regulares y superficies no rugosas, pero la situación es más complicada en el caso de las partículas irregulares, donde se necesita caracterizar tanto la forma de la partícula como la rugosidad de su superficie.

			

			2.5.1. Efecto de la morfología sobre el área superficial específica

			En este análisis la idea fundamental consiste en describir la forma de las partículas a través de su comparación con una esfera cuyo volumen es igual al de la partícula, de tal manera que el factor de forma sea independiente del tamaño. La esfericidad se define como la relación entre el área superficial de la esfera cuyo volumen es igual al volumen de la partícula:

			[image: ]

			Si se considera que la esfera y la partícula tienen igual volumen, la ecuación (2.5.1.1) puede ser escrita como el cociente entre el área superficial específica de la partícula y el área superficial específica de la esfera:

			[image: ]

			donde las áreas superficiales específicas están referidas con base en el volumen de la partícula. El problema práctico que existe con la ecuación (2.5.1.1.) es que incluye dos incógnitas: el valor del área superficial específica de la partícula y su esfericidad. En este sentido, la ecuación solo resulta de utilidad cuando se quiere tratar una partícula que puede identificarse con un poliedro regular (ejemplo: cubo, hexaedro, dodecaedro, etcétera) o una superficie cuadrática (elipsoide, hiperboloide, cono), como se muestra en la Figura 2.5.1.1.

			Por otra parte, la forma de la partícula puede ser cuantificada a partir de su imagen en 2D y un programa apropiado para el tratamiento de imágenes. En este contexto, se define la circularidad como el cuadrado de la relación entre el perímetro de un círculo Pc que tiene la misma área que la proyectada por la partícula en 2D dividido por el perímetro Pp de la proyección en 2D de la partícula:

			[image: ]

			Si se establece que la circularidad es proporcional a la esfericidad:

			[image: ]

			

			donde z representa la relación entre esfericidad y circularidad (z=Φ/Θ), entonces el área superficial específica de la partícula, expresada por unidad de volumen y por unidad de masa, respectivamente, estará dada por:

			[image: ]
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			Figura 2.5.1.1. Figuras regulares para las cuales se puede calcular su área superficial mediante ecuaciones relativamente simples A: Elipsoide; B: Cubo

			Fuente: elaboración propia. 

			A diferencia de la esfericidad, la circularidad si puede ser estimada mediante un programa de tratamiento de imágenes. Para realizar este cálculo mediante el empleo del ImageJ, se procede de la siguiente forma:

			1. Se abre la imagen de la partícula (File/Open) y se convierte en una imagen de 8 bits mediante la opción Image/Type/8-bit. 

			2. Se convierte en una imagen 8 bit en una imagen binaria mediante la opción Process/Binary/Make Binary o Image/Adjust/Threshold/. Al realizar esta conversión se debe obtener que la partícula es de color negro; si esto no ocurre, invertir la imagen original mediante la opción Edit/Invert.

			3. En la opción Analyze/Set Measurements/ se marcan las opciones Area y Perimeter.

			4. Se obtiene el valor del área y perímetro de la partícula a través de la opción Analyze/Analyze Particles, marcando la opción Displays Results.

			

			Ejemplo 2.5.1.1.
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			jemplo 2.5.1.2.

			El valor de circularidad depende de la proyección de la partícula. Además, en un sólido granulado, las partículas suelen tener tamaños y formas aleatorias. Por ello, se recomienda analizar la forma de un conjunto de partículas en lugar de centrarse en una sola, y así determinar el valor de circularidad promedio.

			El procedimiento mediante ImageJ consta de los siguientes pasos:

			1. Tomar la imagen de una muestra del conjunto de partículas de masa total Mt (kg) de un sólido de densidad [image: ](kg/m3).

			2. Convertir a una imagen de 8 bit mediante la opción Image/Type/8-bit.

			3. Convertir la imagen de 8 bit en una imagen binaria a través de la opción Process/Binary/Make Binary o Image/Adjust/Threshold/. Al realizar esta conversión, se debe obtener que la partícula es de color negro, si esto no ocurre invertir la imagen original mediante la opción Edit/Invert.

			4. En la opción Analyze/Set Measurements/ se selecciona la opción Area.

			5. Se realiza el análisis de las partículas a través de la opción Analyze/Analyze Particles, marcando la opción Displays Results. El programa muestra una ventana con los resultados obtenidos.

			

			6. Se analiza la distribución de partículas mediante la opción Analyze/Distribution. Se entregan como resultados los valores de número total de partículas N, área mínimo Amin, máximo Amax, el promedio A y la desviación estándar del área [image: ]a . Se supone que la función de distribución es normal o gaussiana:

			[image: ]

			donde:
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			7. El perímetro del círculo que tiene un área equivalente al área promedio proyectada por las partículas se determina como:

			[image: ]

			8. En la opción Analyze/Set Measurements/ se selecciona la opción Perimeter.

			9. Se realiza el análisis de las partículas a través de la opción Analyze/Analyze Particles. marcando la opción Displays Results. El programa muestra una ventana con los resultados obtenidos.

			10. Se analiza la distribución de partículas mediante la opción Analyze/Distribution y se toma como resultado los valores promedio, máximo, mínimo y la desviación estándar del perímetro. Su función de probabilidad se supone:

			[image: ]

			donde:
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			11. Se determina el valor promedio del perímetro:

			

			[image: ]

			12. El valor de circularidad promedio se estima:

			[image: ]

			En ausencia de información acerca de la esfericidad de la partícula, se puede suponer que la circularidad, calculada como promedio a partir de un conjunto de partículas, es aproximadamente igual a la esfericidad. El área superficial del sólido se puede estimar a través de la relación:

			[image: ]

			

			Ejemplo 2.5.1.3.
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			2.5.2. Efecto de la rugosidad de la superficie sobre el área superficial específica

			Al igual que las superficies sólidas planas, la presencia de irregularidades en la superficie de las partículas conlleva a un incremento significativo del área específica. Este efecto se va a considerar a través de la relación entre el área superficial específica de una esfera rugosa dividido entre el área superficial de una esfera euclidiana.

			El área superficial de una esfera euclidiana puede ser estimada mediante la integral:

			[image: ]

			

			Si se considera que la superficie de la esfera es irregular, donde la dimensión fractal de una línea irregular de dimensión fractal f entonces el área superficial de la esfera se calcula mediante la aplicación del cálculo diferencial fraccionario:

			[image: ]

			A partir de esta consideración inicial, se define el área fractal específica de la esfera como el cociente entre el área superficial de una esfera rugosa dividido por el área superficial de una esfera euclidiana:

			[image: ]

			Al igual que ocurre en el caso de las superficies planas, el cociente r/k toma en cuenta la precisión de la medición y la magnitud de las irregularidades, la cual se especifica a través de los valores máximo hmax y mínimo hmin de la altura de la interface, de tal manera que la expresión (2.5.2.2.) se escribe de la forma:

			[image: ]

			Para determinar el valor del área fractal específica de la esfera mediante el ImageJ, se aplican los siguientes pasos:

			1. Se abre la imagen de la partícula o de la superficie de esta y se convierte en una imagen de 8 bit a través de la opción Image/Type/8-bit.

			2. En Analyze/Set measurements se selecciona la opción Max & min gray value.

			3. Se determina el valor máximo y mínimo del perfil de intensidad de los pixeles mediante la opción Analyze/measurements.

			4. Se selecciona una línea y se plotea el perfil de intensidad de los pixeles, el cual se considera equivalente al comportamiento de las fluctuaciones presentes en la altura de la superficie, a través de la opción Analyze/Plot profile y se convierte en una imagen binaria a través de la opción Process/Binary/Make binary.

			5. Se determina la dimensión fractal mediante opción Analyze/Tools/Fractal Box Count.

			Para estimar el área superficial específica de una partícula considerando de forma simultánea el efecto de la forma y la rugosidad de su superficie, se proponen las relaciones:
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			Ejemplo 2.5.2.1.
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			2.6. Ejercicios

			
					Determine el radio promedio de las partículas que componen un sólido granulado de densidad igual a 1 100 kg/m3 si al sumergir 1 kg de este en un 1 litro de agua se observó un incremento de temperatura igual a 0.00001 ºC. Considere que las partículas son esféricas y de tamaño uniforme. Respuesta: r = 0.005 m.

					Al disolver un sólido A en un líquido B en el cual es soluble, se obtuvo que la evolución de la concentración del sólido respecto al tiempo puede ser expresada como una ecuación diferencial de primer orden del tipo [image: ]. Obtenga una expresión para estimar a) el comportamiento de la velocidad de disolución; b) el área superficial específica del sólido. Respuesta: a) [image: ] ; b) [image: ]

					Determine el área superficial específica y la esfericidad de una partícula sólida en forma de cono con altura igual al diámetro d de la base y estime el valor de circularidad considerando que cuando la partícula se proyecta en 2D a) se muestra un círculo de diámetro d, y b) se muestra un triángulo. Respuesta: [image: ] ; [image: ] ; a) [image: ] b) [image: ].

					Se tiene una superficie plana que puede considerarse como isotrópica desde el punto de vista morfológico. La observación de la superficie bajo diferentes niveles de magnificación arrojó como resultado a) hmax = 200, hmin = 160, f = 1.0878; b) hmax = 210, hmin = 50; f = 1.1689; c) hmax = 201, hmin = 7, f = 1.2389. i) Estime el valor del área fractal específica de una superficie sólida plana y ii) la ecuación para determinar el área superficial específica corregida considerando la rugosidad para una partícula sólida de esfericidad igual a 0.78 para cada uno de los niveles de magnificación considerados, organizando los resultados de la escala mayor a la escala menor de observación. Respuesta: i) a) 1; b) 1.3829; c) 3.9238; ii) a) [image: ] ; b) [image: ] ; [image: ].

			

		

		

	
		

		
			Capítulo 3.

			Modelación de la morfogénesis de superficies sólidas

			Las superficies sólidas presentan fluctuaciones que se relacionan con dos aspectos fundamentales asociados al estudio de estos sistemas: i) el hecho de que el área real de una superficie sea mayor que la correspondiente a una euclidiana equivalente, y ii) la necesidad de la medición experimental del área superficial, así como la imposibilidad de obtener un valor exacto de esta magnitud.

			La rugosidad de las superficies sólidas depende de los fenómenos asociados a la formación del sólido, así como a los procesos relacionados con la deposición y desprendimiento de sustancias, que pueden ocurrir posteriormente, y que causan que la altura de la interfase se comporte de forma aleatoria; por lo que los métodos tradicionales de modelación determinista no son adecuados para la predicción teórica de esta magnitud. No obstante, algunas de estas limitaciones pueden ser parcialmente superadas mediante el empleo del formalismo estocástico y la geometría fractal. 

			En este capítulo se presentan los fundamentos de los métodos estocásticos y cómo pueden ser combinados con la geometría fractal para modelar el comportamiento de la rugosidad de las superficies sólidas, que se visualiza como fluctuaciones en la altura de la superficie causada por procesos aleatorios que ocurren durante la formación del sólido o asociados a la interacción de la superficie con el ambiente.

			3.1. Fundamento de los métodos de modelación estocástica

			El enfoque actual en la ciencia se basa en obtener modelos matemáticos que permiten predecir el comportamiento de los fenómenos observados, y que en última instancia reflejan las principales leyes de conservación de la naturaleza. Estos modelos se expresan en forma de ecuaciones diferenciales donde las variables independientes incluyen el tiempo y las coordenadas espaciales.

			La complicación en la obtención y solución de las ecuaciones diferenciales depende de los procesos que ocurren en el sistema bajo estudio y del grado de conocimiento que se tenga acerca de estos, siendo necesario establecer consideraciones y limitaciones. Por ejemplo: i) si se considera que los procesos que tienen lugar son independientes de la posición espacial, el modelo se constituye mediante ecuaciones diferenciales temporales; ii) si hay variaciones espaciales, pero el sistema permanece en estado estacionario y se reduce a ecuaciones diferenciales espaciales, y iii) si no hay cambios en el tiempo ni en el espacio, el modelo se reduce a una ecuación o sistema de ecuaciones algebraicas.

			

			Este enfoque se denomina determinista, ya que una vez definidas las condiciones iniciales y los parámetros del modelo, el comportamiento del sistema se predice con toda exactitud. Sin embargo, existen fenómenos que por su propia naturaleza no pueden describirse adecuadamente mediante este formalismo, y esto se debe a que los procesos que tienen lugar ocurren con una determinada probabilidad, de tal forma que es posible observar diferentes comportamientos para una misma condición inicial.

			La física cuántica ha demostrado que, en las escalas de los átomos y moléculas, los comportamientos son indeterminados, y que la naturaleza muestra una base aleatoria intrínseca en esta escala de observación. Este fenómeno se describe a través del formalismo matemático basado en la función de onda, pero en su esencia matemática, las ecuaciones diferenciales que se obtienen son de naturaleza determinista.

			Existen fenómenos cuyo carácter probabilístico está determinado por la imposibilidad práctica de conocer toda la información acerca de los procesos que tienen lugar, ya sea por la forma compleja en que estos procesos se encuentran entrelazados, o por la carencia de información acerca de los mismos. El ejemplo más simple es la tirada de un dado, donde si bien es cierto que el valor obtenido puede ser estimado con precisión mediante las ecuaciones de la física clásica, la imposibilidad de conocer el efecto exacto de todos los factores que actúan de forma simultánea le confiere un resultado probabilístico. Otro ejemplo típico es el relacionado con los sistemas macroscópicos compuestos por átomos y moléculas, donde el comportamiento de todo el sistema depende, en última instancia, del comportamiento individual de cada uno de estos átomos y moléculas. Este problema, imposible de resolver de esta manera debido a consideraciones prácticas, se aborda a través de la termodinámica estadística en el equilibrio, donde se enlazan las propiedades de los átomos y moléculas con un conjunto de variables termodinámicas que pueden ser medidas experimentalmente.

			Los métodos deterministas clásicos resultan inadecuados cuando el comportamiento de la variable que describe al sistema bajo estudio muestra fluctuaciones aleatorias que no pueden ser ignoradas sin que se cometan errores importantes en las predicciones del modelo. En este caso, es necesario aplicar los métodos de modelación estocástica, que consisten en un conjunto de herramientas diseñadas para obtener el comportamiento de la función de distribución de probabilidad asociada a la variable que describe el sistema bajo estudio; en lugar de predecir el valor exacto, se predicen los valores posibles que la variable puede tomar y el valor de probabilidad asociada a cada uno de estos. Los métodos de modelación estocástica incluyen, como se verá más adelante, el formalismo de la termodinámica estadística fuera del equilibrio.

			

			3.2. Definiciones básicas

			En los sistemas macroscópicos no interesa el comportamiento individual de cada una de las moléculas que componen el sistema, sino la probabilidad de que se encuentre en un estado especificado, y cómo esta probabilidad evoluciona en el tiempo. El estado del sistema es visualizado como un proceso donde la variable que lo describe se representa como una función y(x,t) que depende de una variable aleatoria x y del tiempo t. Una variable aleatoria es aquella que, para una misma condición, puede tomar un conjunto de valores posibles, donde a cada valor se le asigna una probabilidad, que es un número que se encuentra entre 0 y 1, siendo 0 la no posibilidad y 1 la certeza absoluta. Por esta razón, una variable aleatoria se describe a través de la función de distribución de probabilidad que asigna a cada valor la probabilidad correspondiente.

			Debido a que un proceso estocástico y depende de una variable aleatoria x, la variable y también puede tomar diferentes valores posibles con una determinada probabilidad asociada a cada uno de estos, siendo el objetivo del formalismo estocástico obtener la función de distribución de probabilidad correspondiente al sistema bajo estudio y su dependencia respecto al tiempo.

			Los procesos estocásticos se caracterizan porque la variable que los describe fluctúa temporalmente alrededor de un determinado valor promedio, tal y como se ilustra en la Figura 3.2.1., donde cada uno de los comportamientos posibles se identifican con una realización del proceso, el cual queda completamente descrito cuando se toman en cuenta las infinitas realizaciones probables. Estas fluctuaciones aleatorias causan que el concepto de derivada no pueda definirse para estas funciones, por lo que los métodos de modelación deterministas, basados en el cálculo diferencial ordinario, no son apropiados para describir este tipo de sistemas. La idea, por tanto, consiste en establecer un formalismo que permita obtener la ecuación determinista que describa el comportamiento de la función de probabilidad o de los momentos asociados a esta.

			

			[image: ]

			Figura 3.2.1. Comportamiento temporal de un proceso estocástico y, donde cada uno de los comportamientos posibles que se muestran constituyen realizaciones posibles de este proceso.

			Fuente: elaboración propia. 

			Debido a la imposibilidad práctica de considerar el conjunto infinito de realizaciones posibles, resulta más adecuado describir a este proceso a través de su función de probabilidad, donde el concepto de probabilidad se visualiza desde el punto de vista del conjunto. En este caso, la probabilidad P(x) de que la variable X tenga un valor igual a x se visualiza como el número de observaciones Nv del sistema en donde se observó esta igualdad dividida entre el número total Nt de observaciones realizadas, de tal forma que:

			[image: ]

			La probabilidad de que la variable x se encuentre dentro del intervalo [x1,x2] se determina como:

			[image: ]

			Las funciones de probabilidad deben estar normalizadas, en el sentido de que la probabilidad de que la variable x tome cualquiera de sus posibles valores debe ser igual a 1. Esto se expresa matemáticamente a través de la relación:

			

			[image: ]

			Un proceso estocástico queda completamente especificado a través de la función de probabilidad P(y;t) o de los momentos de orden m correspondientes, los cuales se determinan como:

			[image: ]

			de especial importancia son el primer momento m = 1:

			[image: ]

			relacionado con el promedio estadístico y generalmente con el comportamiento determinista del sistema, y el segundo momento m = 2:
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			que se relaciona con la varianza [image: ]:

			[image: ]

			Las fluctuaciones [image: ] se definen como la diferencia entre el valor real que toma la variable en el tiempo y su valor promedio o determinista:

			[image: ]

			y tienen asociadas una función de probabilidad para la cual el valor esperado cumple con la condición:

			[image: ]

			por lo que la magnitud promedio de las fluctuaciones se estima como la raíz cuadrada positiva de la varianza:

			

			[image: ]

			Otra propiedad que es importante estimar con relación a las fluctuaciones es su función de autocorrelación temporal [image: ]:

			[image: ]

			que expresa en qué medida dos observaciones del sistema en dos momentos diferentes de tiempo [image: ] se encuentran relacionadas entre sí.

			De acuerdo con el origen de las fluctuaciones, estas se dividen en:

			Fluctuaciones internas: son el resultado de los procesos que ocurren en la escala microscópica al nivel de las entidades (partículas, moléculas) que componen al sistema bajo estudio. Escalan con el tamaño del sistema observado, y solamente son apreciables cuando el sistema observado y sus entidades tienen un tamaño del mismo orden de magnitud. Se modelan a partir de la ecuación maestra de Pauli (Bird, 2003).

			Fluctuaciones externas: tienen su origen en la interacción del sistema con los alrededores, y son independientes del tamaño del sistema. Se modelan a través del empleo de ecuaciones diferenciales estocásticas, las cuales son resueltas a partir del cálculo diferencial e integral de Ito - Stratonovich (Clay et al., 2007).

			Hasta el presente, no se ha reportado un formalismo matemático que permita la modelación simultánea de ambos tipos de fluctuaciones. La estrategia consiste en modelar primeramente el comportamiento de las fluctuaciones internas, lo cual permite obtener el modelo determinista del sistema. Después, se identifican las variables o parámetros estocásticos a través de los cuales se manifiesta la interacción del sistema con el ambiente y se describen las fluctuaciones externas. Esta estrategia resulta adecuada cuando el tamaño del sistema es lo suficientemente grande como para poder despreciar el efecto de las fluctuaciones internas, pero es inapropiada en los sistemas muy pequeños o en aquellos que exhiben un comportamiento complejo en el que dichas variaciones alcanzan un orden de magnitud igual al del promedio, causando la emergencia de un cambio cualitativo importante en la dinámica del sistema.

			Si se tiene una dependencia entre las variables g y y que describen a un sistema dado, de tal manera que:
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			Si y es una variable estocástica cuya función de probabilidad está dada por P(y), entonces g será también una variable estocástica, donde su función de probabilidad está dada por:

			[image: ]

			En principio, la realización de un proceso estocástico puede ser predicha con exactitud si se conoce la probabilidad de su estado inicial:

			[image: ]

			y la probabilidad condicional:
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			de tal manera que:

			[image: ]

			Como el tiempo es una variable continua, el intervalo de tiempo entre las observaciones del sistema puede ser escogido tan pequeño como se quiera. Esto implica tener una función que depende de un infinito número de variables. Por razones prácticas, no es posible trabajar con funciones de este tipo, por lo que se establece una consideración necesaria para poder desarrollar un formalismo matemático para tratar con este tipo de problema. Esta consideración, conocida como propiedad de Markov, establece que:

			[image: ]

			y significa que se asume que el estado futuro del sistema depende de su estado presente, pero no de como este puede ser alcanzado (es decir, del estado pasado). Los procesos que cumplen con la propiedad de Markov se conocen como procesos markovianos.

			La propiedad de Markov implica una ruptura entre el presente, pasado y futuro, siendo una propiedad matemática que se atribuye a la variable de estado que describe al sistema bajo estudio, y que no debe confundirse con una propiedad del sistema en sí mismo. Por otra parte, la consideración de esta propiedad le confiere limitaciones al modelo que se obtenga, las cuales deben tomarse en cuenta al analizar la validez de este (Wang, 2006).

			

			Otra diferencia importante entre las variables deterministas y las estocásticas se presenta en el estado estacionario o de equilibrio. En el caso de las primeras, el estado estacionario o de equilibrio no depende del tiempo, mientras los procesos estocásticos cambian siempre respecto a aquel. El estado estacionario o de equilibrio relativo a un proceso estocástico es aquel en el cual la función de probabilidad y los momentos asociados a esta son independientes del tiempo, aunque el valor real de la variable fluctúa respecto al tiempo (Figura 3.2.2.).

			[image: ]

			Figura 3.2.2. Comportamiento real en estado estacionario de una variable estocástica (línea continua) y comportamiento determinista (línea discontinua)

			Fuente: elaboración propia. 

			Cuando el estado macroscópico del sistema se describe a través de una variable continua, la función de probabilidad es normal o gaussiana en las proximidades del estado de equilibrio o del estado estacionario estable del sistema, y se cumple la propiedad de ergodicidad. Los procesos ergódicos son aquellos en los cuales los promedios temporales son equivalentes a los promedios del conjunto, de tal forma que:

			[image: ]

			La propiedad de ergodicidad implica que los resultados que se obtengan al caracterizar el comportamiento de un mismo sistema durante mucho tiempo serán los mismos cuando se observen muchos sistemas equivalentes al mismo tiempo. Esta propiedad solo se ha probado para el caso de los procesos estacionarios, pero no está claro aún hasta qué punto se cumple para sistemas no estacionarios en los cuales la función de probabilidad varía en el tiempo.

			

			La teoría de los procesos estocásticos se fundamenta en una transformación de variables y se basa en los siguientes presupuestos básicos:

			1. Establecer una probabilidad a priori. En la termodinámica estadística de los sistemas en el equilibrio esta probabilidad se refiere a la igualdad de las probabilidades asociadas a las posiciones que pueden ser tomadas por las moléculas. Fuera del equilibrio estas probabilidades a priori se establecen considerando los procesos que tienen lugar en la escala microscópica que afectan el número de las entidades microscópicas y las probabilidades de transición por unidad de tiempo asociadas a cada uno de estos procesos.

			2. Efectuar una serie de transformaciones matemáticas para obtener la probabilidad a posteriori. En la termodinámica en el equilibrio estas transformaciones se refieren a la determinación de la distribución de probabilidad relacionada con los estados microscópicos que se pueden presentar en el sistema y con la determinación de las propiedades termodinámicas a partir de estas funciones de distribución. Fuera del equilibrio la probabilidad a posteriori se obtiene escribiendo la ecuación maestra de Pauli a partir de los procesos considerados y las probabilidades de transición supuestas, y resolviendo esta ecuación para obtener el comportamiento de la probabilidad asociada a las variables macroscópicas observadas.

			3. Comparar las probabilidades predichas con los comportamientos experimentales observados. Si no existe correspondencia entre los resultados teóricos predichos y los observados es necesario redefinir las variables, procesos y probabilidades de transición que se establecieron a priori.

			Como puede deducirse, la validez del modelo obtenido depende del conocimiento que se tenga acerca del sistema bajo estudio, así como en la habilidad del teórico para predecir correctamente los fenómenos que ocurren en la escala microscópica, así como en la especificación de la variable de estado. En este contexto, resulta imprescindible definir dos variables fundamentales. La primera es la microscópica, que usualmente se identifica con el número y tipo de entidades que componen al sistema. A diferencia de la termodinámica estadística de los sistemas en equilibrio, donde habitualmente las entidades microscópicas se identifican con los diferentes tipos de moléculas que componen al sistema, fuera del equilibrio las entidades pueden ser átomos, moléculas, microorganismos, partículas, etcétera, depende del sistema bajo estudio y del nivel de descripción deseado. La variable microscópica puede ser de un solo tipo, es decir, escalar, o puede ser de diferentes tipos, identificándose con un vector. La variable macroscópica se corresponde con la observada experimentalmente, siendo una variable intensiva que depende del número de entidades microscópicas y del tamaño del sistema observado. Al igual que en el caso de la variable extensiva, la intensiva puede ser un escalar o un vector.

			

			3.3. Modelación de las fluctuaciones internas

			Las fluctuaciones internas tienen su origen en la naturaleza aleatoria de los procesos microscópicos en el sistema, siendo su objetivo obtener la función de probabilidad de la variable macroscópica que describe el comportamiento del sistema. Esta función de probabilidad, o los momentos asociados, describen de forma explícita como las fluctuaciones se manifiestan en el comportamiento real de la variable en relación con el que se debe esperar desde el punto de vista determinista.

			El empleo de este formalismo requiere definir de antemano los siguientes aspectos:

			1. Seleccionar la variable extensiva N que describe el sistema desde el punto de vista microscópico, y que se encuentra asociada con el número total de las entidades microscópicas seleccionadas, donde la selección del tipo de entidad (átomos, moléculas, microorganismos, partículas sólidas, etcétera) depende del fenómeno que se está analizando. Esta variable extensiva puede ser un escalar o un vector, dependiendo de si las entidades microscópicas son de un solo tipo o de varios tipos (como ocurre en una reacción química, donde es necesario considerar el comportamiento de las moléculas de cada una de las especies químicas que participan en la reacción).

			2. Establecer los procesos individuales que ocurren a nivel microscópico que causan un cambio en el número total de las entidades. Estos procesos se establecen a priori, en dependencia del conocimiento que se tenga acerca de estos, o se asumen, donde la validez de esta suposición se comprueba a través de la comparación entre los resultados predichos y los experimentales. Generalmente, estos procesos se escriben de forma análoga a como se hace en las reacciones químicas:
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			siendo aj,p el número de entidades de tipo j que interaccionan en el proceso, bj,p el número de entidades de tipo j que se obtienen como resultado de la ocurrencia del proceso p y kp es una constante de velocidad que involucra al inverso del tiempo en la escala microscópica.

			

			3. Definir las probabilidades de transición por unidad de tiempo Wp asociados a la ocurrencia de los procesos en la escala microscópica. Estas probabilidades se pueden definir a priori, de acuerdo con el nivel de conocimiento que se tenga acerca de los procesos o en base a suposiciones razonables, o establecerse tomando en consideración los cambios que ocurren en N cuando tiene lugar este proceso a partir de la relación:

			[image: ]

			4. Establecer la relación entre la variable macroscópica intensiva C observada y la variable microscópica extensiva N, la cual involucra el tamaño [image: ] del sistema:

			[image: ]

			5. Una vez definidas las probabilidades de transición, y los procesos que tienen lugar en el sistema, se escribe la ecuación maestra:

			[image: ]

			donde P(N;t) representa la probabilidad de que la variable extensiva tome un valor igual a N al tiempo t,

			[image: ]

			representa el cambio que ocurre en la variable extensiva cuando tiene lugar un proceso microscópico individual (nótese que en el caso de que la variable extensiva sea un vector, C también es un vector) y [image: ] es el operador de ascenso - descenso u operador de paso que actúa sobre las funciones de variables discretas en el sentido de que:

			[image: ]

			La ecuación maestra (3.3.4.) es una ecuación diferencial que involucra dos escalas de tiempo diferentes: la primera es el tiempo macroscópico observado, expresado en la derivada del lado izquierdo, y la segunda es el tiempo en la escala microscópica asociado a la velocidad de ocurrencia de los procesos en esta escala, de forma implícita en las constantes de velocidad que aparecen en el lado derecho. Por otro lado, involucra a la variable extensiva, siendo necesario realizar un cambio de variables para obtener la probabilidad asociada a la variable intensiva observada en la escala macroscópica, a partir de lo cual se obtiene el modelo mesoscópico del sistema. El modelo mesoscópico describe el comportamiento determinista de la variable macroscópica y de las fluctuaciones alrededor de este valor, las cuales constituyen una manifestación del carácter estocástico de los procesos que tienen lugar en la escala microscópica.

			

			La ecuación maestra tiene solución analítica exacta en el caso de que las probabilidades de transición por unidad de tiempo sean funciones lineales con relación a la variable extensiva, siendo necesario la aplicación de métodos aproximados de solución en el caso no lineal. Algunos de estos métodos son: a) el método numérico de Gillespie; b) la solución de la ecuación de Fokker-Planck correspondiente a la ecuación maestra; c) el método de desarrollo en omega de Van Kampen, y d) el método de la aproximación lineal al ruido (Gerdroodbar et al., 2023).

			Este último método es el más empleado para obtener el modelo mesoscópico del sistema, considerar que en el estado estacionario o de equilibrio la función de distribución de probabilidad asociada a la variable macroscópica es normal o gaussiana, por lo que el sistema queda completamente descrito a través del comportamiento del primer momento (valor esperado) y el segundo momento (matriz de las covarianzas). Este método consta de los siguientes pasos:

			1. Obtener el primer momento [image: ] y el segundo momento [image: ] asociados a las probabilidades de transición por unidad de tiempo expresadas en función de la variable macroscópica intensiva, donde:

			[image: ]

			2. Determinar la matriz jacobiana del vector asociado al primer momento de las probabilidades de transición por unidad de tiempo [image: ]

			[image: ]

			3. El comportamiento temporal del valor determinista de la variable intensiva se determina a través de la ecuación diferencial o el sistema de ecuaciones diferenciales:

			

			[image: ]

			4. El comportamiento de la matriz de las covarianzas [image: ], que expresa la magnitud de las fluctuaciones internas, está dado por la ecuación diferencial o el sistema de ecuaciones diferenciales:

			[image: ]

			5. En estado estacionario las derivadas temporales se hacen igual a cero, de tal forma que el modelo mesoscópico está dado por el sistema de ecuaciones diferenciales:

			[image: ]

			donde el comportamiento de la matriz de autocorrelación temporal:

			[image: ]

			se determina a partir de la solución de la ecuación diferencial o el sistema de ecuaciones diferenciales:
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			6. La magnitud [image: ] de las fluctuaciones internas se cuantifica a través de la raíz cuadrada del determinante asociado a la matriz de autocorrelación temporal:

			[image: ]

			debiendo cumplirse que en estado estacionario:
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			Ejemplo 3.3.1.
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			Continúa Ejemplo 3.3.1.
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			Continúa Ejemplo 3.3.1.
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			Ejemplo 3.3.2.
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			Continúa Ejemplo 3.3.2.
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			Continúa Ejemplo 3.3.2.
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			3.4. Modelación de las fluctuaciones externas

			Las fluctuaciones externas tienen su origen en la interacción del sistema bajo estudio con el medio ambiente que le rodea, y estas se describen considerando que las variables de entrada y los parámetros del sistema son variables estocásticas que se describen a través de una función de distribución de probabilidad. La magnitud de las fluctuaciones en la variable que describe al sistema bajo estudio depende, en última instancia, de la magnitud de las fluctuaciones asociadas a las variables de entrada y parámetros del sistema, siendo independiente del tamaño de este.

			Mientras que las fluctuaciones internas se modelan mediante el formalismo basado en la ecuación maestra, la modelación de las fluctuaciones externas se lleva a cabo a través de la obtención de la ecuación diferencial estocástica que describe el comportamiento temporal de la variable que describe al sistema bajo estudio, y de la solución de esta ecuación diferencial a través de la aplicación del cálculo diferencial de Ito-Stratonovich (Zhou, 2022).

			La ecuación diferencial estocástica se obtiene a partir de la ecuación diferencial determinista, la cual se escribe de la forma:

			[image: ]

			donde X es una variable independiente que influye sobre el sistema y K es un parámetro que depende de las propiedades del sistema y de los procesos que tienen lugar en este. En esta ecuación se identifica la variable independiente X y/o el parámetro K del sistema que presenta un comportamiento estocástico, los cuales se representan como la suma del valor promedio o determinista y las fluctuaciones [image: ] que ocurren alrededor de este valor:

			

			[image: ]

			Las ecuaciones (3.4.2.) y (3.4.3.) se sustituyen en la ecuación diferencial (3.4.1.), la cual se reescribe de la forma:

			[image: ]

			Para poder obtener una solución de la ecuación diferencial estocástica (3.4.4.), es necesario establecer el comportamiento de la función de probabilidad asociada a las fluctuaciones. Tomando en cuenta que las fluctuaciones deben cumplir con la propiedad de Markov es necesario asumir que estas tienen propiedades de ruido blanco:

			[image: ]

			donde [image: ] representa la varianza asociada a las fluctuaciones externas y [image: ]es la función delta de Dirac:

			[image: ]

			Sustituyendo la ecuación (3.4.5.) en (3.4.4.) y multiplicando ambos lados de la ecuación resultante por dt:

			[image: ]

			Se ha establecido que cuando [image: ] cumple con las propiedades de ruido blanco:

			[image: ]

			

			donde [image: ] es una variable estocástica cuya función de probabilidad se conoce como proceso de Wiener y está dada por:

			[image: ]

			y que expresa la probabilidad gaussiana de que la variable tome un valor de w al tiempo t si el valor esperado de w es igual a cero.

			[image: ]

			Figura 3.4.1. Comportamiento de la función de distribución de probabilidad de un proceso de Wiener considerando como parámetro al tiempo

			Fuente: elaboración propia. 

			Sustituyendo la ecuación (3.4.9.) en (3.4.8.) se obtiene la ecuación diferencial estocástica:

			[image: ]

			Para cuya solución se cuenta con dos formalismos diferentes, el formalismo de Ito y el de Stratonovich, ambos correctos, pero que pueden conllevar a soluciones diferentes para un mismo problema. Es necesario comparar los resultados teóricos y experimentales para determinar cuál es el más apropiado para el sistema que se está analizando. Este problema se conoce como el dilema Ito-Stratonovich y hasta el momento no hay una explicación general para este, aunque algunos autores plantean que formalismo de Ito es válido para fluctuaciones con ruido blanco (gaussianas con valor esperado igual a cero y autocorrelación temporal igual a cero), mientras que el de Stratonovich es más apropiado para fluctuaciones de color (no gaussianas o con autocorrelación temporal diferente de cero). 

			

			La ecuación de Fokker-Planck correspondiente a la ecuación diferencial estocástica (3.4.11.), se escribe de la forma:

			[image: ]

			donde [image: ] es la probabilidad de que la variable que describe el sistema bajo estudio tome un valor de y al tiempo t,

			[image: ]

			donde [image: ] representa el coeficiente de correlación entre las fluctuaciones asociadas a x y k, siendo igual a cero cuando no hay correlación entre las fluctuaciones externas.

			El comportamiento temporal del valor esperado y y la varianza [image: ], respectivamente, de la variable y están dados por el sistema de ecuaciones diferenciales
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			donde:
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			Ejemplo 3.4.1.
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			Continúa Ejemplo 3.4.1.
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			3.5. Modelación estocástica y morfología de la superficie

			Para modelar teóricamente el proceso de morfogénesis de la superficie, es necesario obtener un modelo estocástico que describa el comportamiento de la altura de la interfase, para lo cual es necesario establecer las entidades microscópicas que causan la presencia de irregularidades en la superficie, y los procesos que tienen lugar a nivel de estas entidades durante la formación de la interfase, así como establecer la relación entre la variable macroscópica observada -el área superficial específica- y la variable microscópica (Devaney y Keen, 1989).

			El área superficial fractal de una superficie puede ser estimada de acuerdo con la relación:

			[image: ]

			donde L es la distancia no dimensional de una línea euclidiana que une dos puntos de la superficie, k es una constante y f es la dimensión fractal de la superficie. 

			Aplicando logaritmo a ambos lados de la ecuación se obtiene:

			[image: ]

			La hipótesis es que la dimensión fractal f se relaciona con el carácter estocástico del área superficial específica [image: ] definida por unidad de área superficial euclidiana, el cual se describe a través de la función de probabilidad P([image: ]) que se obtiene mediante la aplicación de los métodos de modelación estocástica. Esto significa que, debido al carácter aleatorio de la rugosidad, el área superficial específica varía de forma aleatoria, de tal manera que el valor que se determina experimentalmente es el valor espacial promedio.

			En estado estacionario, la probabilidad P([image: ]) puede ser visualizada desde el punto de vista del conjunto. Entonces, la probabilidad de que en un sitio específico [image: ] sea igual a b estará definida como:

			[image: ]

			donde St es el número de sitios totales observados y SƟ = b  es el número de sitios en los cuales se observó la condición [image: ] = b. De esta forma, el valor promedio del área específica fractal [image: ]f se determina como:

			[image: ]

			

			Para determinar la dimensión fractal, es necesario expresar el valor determinista [image: ] y la varianza [image: ]([image: ]) como una función de potencias del parámetro no dimensional [image: ]:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			Considerando que el área de la superficie se estima como el producto:

			[image: ]

			se obtiene que la dimensión fractal de la superficie se estima como:

			[image: ]

			3.6. Morfogénesis de la superficie de sistemas dispersos sólido-sólido y gas-sólido

			Los sistemas dispersos sólido-sólido y sólido-gas son aquellos en los cuales existen partículas sólidas y burbujas de gas inmersas en un medio sólido, de tal manera que el área superficial depende del tamaño de las partículas sólidas o burbujas dispersas en el medio. Un ejemplo de sistema sólido-sólido es la mezcla de cemento y arena, como se muestra en la Figura 3.6.1., en donde se muestran además los valores de dimensión fractal de la superficie y área fractal específica. Los sólidos porosos constituyen un ejemplo típico de sistema disperso gas-sólido, tal y como se muestra en la Figura 3.6.2.

			

			[image: ]

			[image: ]

			Figura 3.6.1. Superficie de un sólido formado por una mezcla de arena y cemento (sistema disperso sólido-solido) Dp: diámetro promedio de las partículas de arena, f: dimensión fractal, as,f: área superficial fractal estimada

			Fuente: elaboración propia

			

			[image: ]

			Figura 3.6.2. Superficie de un sólido poroso (sistema disperso gas-sólido) DPo: diámetro promedio de los poros, Np: Número de poros, f: dimensión fractal, as,f: área superficial fractal estimada

			Fuente: elaboración propia.

			En este sistema la interfase se considera igual a una región de volumen [image: ] (Figura 3.6.3.) adyacente a la superficie del sólido, donde [image: ] es el espesor de la interfase y [image: ] es el área de la superficie plana correspondiente.

			

			[image: ]

			Figura 3.6.3. Visualización de la interfase y de los procesos que tienen lugar durante la formación del sólido

			Fuente: elaboración propia.

			En la escala microscópica se considera que la variable extensiva es el número total n de partículas sólidas presentes en la superficie de la interfase. Durante el proceso de formación de la interfase se asume a priori que los procesos microscópicos que ocurren y sus probabilidades de transición asociadas son los siguientes:

			i) el incremento en 1 de n debido al movimiento de las partículas desde el seno del medio de dispersión hacia la superficie del sólido, donde la probabilidad de transición por unidad de tiempo es:

			[image: ]

			donde N0 es el número total de partículas sólidas presentes en la interfase.

			ii) el decrecimiento en 1 de n debido al paso de las partículas sólidas desde la superficie hacia el seno de la interfase, cuya probabilidad de transición por unidad de tiempo es:

			[image: ]

			de tal forma que la ecuación maestra, la cual describe el comportamiento de la probabilidad P(n;t) de que en la superficie existan n partículas al tiempo t, está dada por:

			

			[image: ]

			En las ecuaciones (3.6.1.) a la (3.6.3.) [image: ] es el operador de paso que actúa sobre funciones de variables discretas de tal forma que [image: ] y [image: ]son parámetros dinámicos asociados a los movimientos de las partículas hacia y desde de la interfase, respectivamente. Los parámetros dinámicos representan las constantes de velocidad de los procesos que ocurren en la escala microscópica, las cuales a su vez varían con el tiempo hasta alcanzar un valor constante en el estado estacionario y dependen de la tensión superficial y viscosidad del medio de dispersión, así como de la velocidad de solidificación de este, entre otros factores. 

			Si se toma en cuenta que n es lo suficientemente elevado como para poder considerar que, cuando ocurre un proceso microscópico individual, el cambio [image: ]  es despreciable en comparación con n, entonces n puede ser considerada como una variable continua, de tal manera que la ecuación de Fokker-Planck (EFP) correspondiente es:

			[image: ]

			Para obtener el modelo mesoscópico del sistema, se va a considerar que la variable intensiva que describe el comportamiento del sistema es el exceso de superficie θ, definido como la relación entre el área real de la superficie irregular y el área correspondiente a una superficie plana, la cual se estima a través de la relación:

			[image: ]

			donde [image: ] es el área superficial de cada partícula individual, [image: ] es la fracción del área del sólido que se encuentra cubierta por la fase dispersa y A corresponde al área de una superficie plana. Tomando en cuenta que:

			

			[image: ]

			se obtiene:

			[image: ]

			de tal manera que la EFP se escribe entonces en función de α:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			El número total de partículas [image: ] en la zona de la interfase se determina como:

			[image: ]

			donde M y [image: ] representan la masa de la interfase y la densidad total del sistema disperso sólido-sólido, [image: ] es la fracción en peso de la fase dispersa, [image: ] es la densidad de la fase dispersa y [image: ] representa el volumen de las partículas que constituyen la fase dispersa. Sustituyendo se obtiene:

			[image: ]

			

			donde a es el área superficial específica de las partículas que forman la fase dispersa y H representa la altura de la interfase. En las cercanías al estado estacionario, las constantes de velocidad [image: ] son prácticamente constantes e independientes del tiempo, de tal forma que el modelo mesoscópico que describe el comportamiento del valor promedio [image: ] del exceso de superficie [image: ] y la varianza [image: ] de las fluctuaciones internas que se producen alrededor de este valor es:

			[image: ]

			En estado estacionario la derivada temporal que aparece en el lado izquierdo de las ecuaciones diferenciales que constituyen el modelo mesoscópico se hacen igual a cero, obteniéndose el sistema de ecuaciones algebraicas:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			donde la función de probabilidad que describe el comportamiento del exceso de superficie es normal o gaussiana, y está dada por:

			[image: ]

			Para determinar la dimensión fractal es necesario expresar la varianza [image: ] como una función de potencias del parámetro no dimensional [image: ]:

			

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			de tal manera que combinando apropiadamente las ecuaciones, se obtiene:

			[image: ]

			donde [image: ] es un parámetro que, se determina experimentalmente y está dado por:

			[image: ]

			El valor de [image: ] se ajusta a partir de los resultados experimentales observados, ya que depende de parámetros del sistema cuyos valores no pueden ser predichos mediante el formalismo aplicado. En la Figura 3.6.4. se muestran los resultados experimentales obtenidos y el modelo ajustado para sistemas sólido-sólido y gas-sólido, respectivamente.

			[image: ] [image: ]

			

			Figura 3.6.4. Resultados experimentales observados y modelo teórico ajustado mediante técnicas de regresión no lineal para una mezcla de cemento y arena (arriba) y un sólido poroso (debajo)

			Fuente: elaboración propia.

			3.7. Ejercicios

			
					Se tiene un proceso en el cual en la escala microscópica se supone que tienen lugar los procesos [image: ]. Escriba la ecuación maestra del sistema. Respuesta: [image: ] 

					Determine el modelo mesoscópico en estado estacionario de un sistema para el cual la ecuación maestra está dada por [image: ] si se conoce que la relación entre la variable intensiva c y la variable extensiva n es [image: ]. Respuesta: [image: ]

					Se tiene un proceso en el cual se conoce que la ecuación diferencial determinista que describe el comportamiento de la variable que lo describe está dada por [image: ]. Obtenga la ecuación diferencial estocástica y la ecuación de Fokker-Planck correspondiente que describen el comportamiento de la función de probabilidad asociada a y si se conoce que A es una variable estocástica que tiene propiedades de ruido blanco con valor esperado igual a X y varianza Z. Respuesta: [image: ]; [image: ]

					Determine el comportamiento de la dimensión fractal respecto a los parámetros dinámicos del sistema para una superficie cuyo modelo mesoscópico se corresponde con la solución del ejercicio 2.Respuesta: [image: ]

			

		

	
		

		
			Capítulo 4.

			Adsorción física

			El fenómeno de adsorción se encuentra relacionado con el enlace de las moléculas de una sustancia (adsorbato) sobre una superficie sólida (adsorbente). El enlace puede ser solamente el resultado de interacciones físicas (adsorción física), o puede conllevar además procesos de reacción química entre las moléculas del adsorbato y determinados sitios de la superficie (adsorción química o quimisorción).

			Cuando este fenómeno es causado por interacciones de tipo físico no existen cambios en la composición química y el proceso es de carácter reversible. El calor de adsorción involucrado es del mismo orden de magnitud que el calor de condensación, por lo que el proceso siempre es exotérmico.

			Aunque generalmente el proceso de adsorción se estudia en relación con una interfase sólido-gas, donde las moléculas de adsorbato emigran desde la fase gaseosa hasta la superficie de la fase sólida, este también puede ocurrir en una interfase líquido-sólido; aunque en este último caso el tiempo necesario para alcanzar el estado de equilibrio es mucho mayor que en el primero. Si el enlace entre las moléculas de adsorbato y el adsorbente se produce debido a una reacción química, entonces hay cambios en la composición química y el fenómeno es irreversible. En este capítulo se aborda el estudio del fenómeno de adsorción de tipo físico, mientras que la adsorción química o quimisorción se presenta en el Capítulo 5.

			4.1. Influencia de las propiedades moleculares sobre el fenómeno de adsorción

			Mientras que los procesos que tienen lugar en el seno de las fases pueden ser estudiados considerando que todos los puntos del espacio son equivalentes, los procesos que ocurren en las interfaces sólidas se dan en sitios específicos de la superficie, de tal manera que su dinámica depende, tanto de los que ocurren a nivel molecular como de los de transporte asociados al movimiento de las sustancias, desde el seno de una fase gaseosa o líquida hasta la superficie del sólido. Por otra parte, la superficie de los sólidos muestra una estructura molecular diferente a la que se manifiesta en el seno del sólido, y que tiene una marcada influencia sobre esta dinámica. No solo es importante comprender la estructura de la superficie, sino la de los sitios donde se encuentran las moléculas adsorbidas o enlazadas químicamente, así como sus interacciones moleculares.

			La estructura de una superficie comprende dos aspectos estrechamente vinculados. Uno tiene que ver con la geometría y morfología de la superficie, aspecto que fue abordado en el Capítulo 2, y el otro relacionado con la estructura electrónica que se presenta en este apartado. Es importante distinguir entre la estructura de las capas del sólido más próximas a la superficie, que difieren de la que se presenta en el interior del sólido, y la estructura del adsorbato que se encuentra sobre la superficie, tanto en relación con la estructura de cada uno de los sitios donde se ha producido el enlace como en relación con la estructura propia que se muestra en la capa de adsorbato.

			

			En un cristal perfecto pueden distinguirse tres estructuras cristalográficas fundamentales: cúbica centrada en las caras (fcc), cúbica centrada en el cuerpo (bcc) y la formada por un empaquetamiento hexagonal (hcp), que dan lugar a las diversas estructuras cristalinas (monoclínica, romboédrica, tetragonal, etcétera). Las direcciones que se encuentran en una rejilla cristalina se especifican a través de los índices de Miller, que se encuentran relacionadas con las posiciones de los átomos. Estas direcciones se especifican a través de tres números racionales (hkl) que especifican un vector que es perpendicular al plano donde se encuentran los átomos, de tal forma que estos se especifican a través de estas direcciones utilizando la nomenclatura (hkl). Las superficies cristalinas no son perfectamente isotrópicas, ya que cada uno de los planos contiene una cantidad específica de átomos. El número de coordinación se refiere a los átomos de la superficie que se pueden enlazar con un adsorbato, de modo que el carácter anisótropo de la estructura se refleja en una alta heterogeneidad en las interacciones de las moléculas de adsorbato con la superficie (Gerdroodbar et al., 2023; Shi, Guan y Hu, 2018). La estructura cristalográfica se manifiesta en la forma macroscópica que muestran los cristales de diferentes sustancias (Figura 4.1.1.).

			Para que pueda formarse una superficie a partir del seno de un cristal, deben romperse los enlaces entre los átomos, causando que tengan una energía de configuración más alta que la correspondiente a los que se encuentran en el seno del sólido, lo que conlleva a una relajación y a la modificación en la geometría del enlace, en el número de coordinación y en la estructura electrónica. El proceso de relajación puede involucrar a varias capas de átomos, haciendo que las regiones cercanas a la superficie presenten una estructura diferente a la del seno del sólido. Estas regiones se conocen como el borde o interfase sólida. De forma general, los átomos que se encuentran en las zonas cercanas experimentan una contracción en las distancias interatómicas.

			Las estructuras reales son más complejas que la correspondiente a un cristal perfecto, ya que se presentan defectos estructurales, tales como escalones y terrazas, que modifican la densidad de átomos que se encuentran en la superficie y que le confieren una heterogeneidad adicional con relación a la que corresponde a la superficie plana equivalente. Estos defectos influyen también sobre la estructura electrónica, ya que los electrones tienden a distribuirse de forma que se minimice la energía libre asociada con el defecto, proceso que se conoce como relajación de Smoluchowski (Said et al., 2021). La modificación de la estructura electrónica influye consecuentemente en la reactividad de los sitios superficiales.

			

			[image: ]   [image: ]

			Figura 4.1.1. Formas macroscópicas de cristales iónicos y covalentes

			Fuente: elaboración propia.

			Muchos sólidos presentan poros en su estructura, y se clasifican de acuerdo con el tamaño de estos. De acuerdo con la IUPAC, los sólidos con poros de diámetro menor a 10 nm se denominan microporosas, entre 10 y 100 nm mesoporosas y mayores de 100 nm como macroporosas. La porosidad del sólido, identificada con la fracción que se encuentra vacía, depende no solamente del tamaño de los poros, sino además del número de estos. Los materiales porosos manifiestan una serie de propiedades ópticas, electrónicas y magnéticas, así como catalíticas, que le confieren una amplia aplicabilidad en el sector industrial.

			Los óxidos tienden a formarse superficies covalentes, cuya estabilidad se describe por la regla de Tasker (Pashley y Karaman, 2021; Peng et al., 2022). La superficie de los cristales iónicos o parcialmente iónicos se clasifican en tres tipos fundamentales:

			
					Tipo 1: las capas superficiales son neutras, existiendo un balance estequiométrico entre los aniones y cationes.

					Tipo II: las capas cargadas positiva y negativamente se organizan de forma simétrica haciendo que la carga neta y el momento dipolar neto sean igual a cero.

					Tipo III: exhibe una carga superficial y un momento dipolar perpendicular a la celda unitaria.

			

			Mientras que los tipos I y II son superficies estables, el carácter polar del tipo III confiere uno inestable que no puede existir, a menos que se estabilice a través de una reconstrucción extensiva o por medio de un proceso de adsorción que conlleve a contrabalancear las cargas. Esta reconstrucción lleva a que los átomos de la superficie se enlacen de forma diferente a los del seno del sólido, llegando a modificar su periodicidad.

			

			La capacidad de diferentes regiones de la superficie para intercambiar electrones con el adsorbato y, por tanto, formar un enlace depende del número de coordinación que exista en cada uno de los sitios. Este proceso de enlace adsorbato + adsorbente también se encuentra relacionado con la simetría y energía de los estados electrónicos presentes en los sitios. La fuerza de esta interacción varía en una forma más o menos regular y ondulada, siendo resultado por la periodicidad de los átomos en la superficie. Estas ondulaciones se conocen como corrugación, y esta se relaciona, tanto con la estructura geométrica como con la estructura electrónica. Una corrugación igual a cero corresponde a una superficie plana, mientras que una alta corrugación es de una topología montañosa.

			Los sitios que se encuentran en la superficie sólida exhiben diferentes valores de energía y, en el caso de los sólidos cristalinos, se distribuyen de una forma más o menos ordenada, donde el adsorbato solo se enlaza en determinados sitios bien definidos. La simetría que se muestra en las capas de adsorbato presentes en la superficie se relaciona con la simetría de la superficie del adsorbente sólido. En este sentido, se distinguen tres regímenes de adsorción fundamentales:

			
					Aleatoria: existe una carencia de orden en dos dimensiones en la distribución espacial del adsorbato sobre la superficie, aunque el adsorbato solo puede ocupar determinados sitios bien especificados sobre la superficie.

					Estructuras compensadas: existe una correlación entre la estructura espacial del adsorbato y la estructura de la superficie.

					Estructuras no compensadas: el adsorbato se presenta en una forma organizada, existiendo una correlación compleja entre la periodicidad de la superficie y la del adsorbato.

			

			El adsorbato puede contribuir también a una reconstrucción de la superficie, proceso que se encuentra relacionado con la formación de enlaces químicos fuertes, y donde la estructura de la superficie en el estado de equilibrio depende de la temperatura del sistema y de la concentración del adsorbato. Esta dependencia es muy importante en el caso de los catalizadores, donde la capacidad de catálisis del sólido depende de la estructura de la superficie. Las moléculas de gas fluyen hacia una superficie hasta alcanzar posiciones aleatorias. Si no existen interacciones entre las moléculas de adsorbato (interacciones laterales) entonces la distribución resultante debe ser aleatoria. Sin embargo, si la temperatura en la superficie es lo suficientemente alta como para favorecer el proceso de difusión, entonces las interacciones laterales que se establecen pueden conducir a una pérdida de aleatoriedad de la distribución del adsorbato, lo cual puede generar coalescencia en aquellas regiones en donde la concentración es más alta, dando lugar a la formación de islas de adsorbato sobre la superficie. Estas tienen una gran importancia sobre la formación de patrones espacio temporales, el crecimiento de monocapas autoensambladas y películas superficiales.

			

			Los electrones que se encuentran presentes en un sólido se clasifican en electrones de valencia o del core (núcleo). Estos tienen los valores más altos del número cuántico principal y son los que se enlazan con menor fuerza, formando un estado electrónico deslocalizado que se describe a través de una función de onda en tres dimensiones conocida como onda de Bloch (Gao y McCarthy, 2007; Gellings, 2020; Goodwin, 2004). La energía de esta depende de un vector de onda k que representa el momento de un electrón en un estado electrónico particular. Como el momento es un vector, este debe ser descrito a través de su magnitud y la dirección en la cual se mueven los electrones. El conjunto de todos los valores posibles de k representa el espacio k, de la misma forma que el real se describe a través de las coordenadas xyz.

			Debido al gran número de electrones presentes en el sólido existe un gran número de estados electrónicos, los cuales se solapan entre sí para formar una estructura de bandas electrónicas, que dependen de la energía y el momento, tomando en cuenta, tanto las bandas correspondientes a los electrones de valencia como a los electrones de conducción. Las posiciones energéticas de las bandas de valencia y conducción determinan las propiedades eléctricas y ópticas del sólido. Los electrones del core son los que tienen los valores más bajos del número cuántico principal; se encuentran localizados cerca del núcleo y no forman bandas electrónicas, por lo que estos no influyen directamente en las propiedades eléctricas y ópticas. Por otra parte, las bandas electrónicas se solapan entre sí y con la presencia de adsorbato o dipolos en la superficie formando una estructura de resonancia, donde la resonancia interna se corresponde con los electrones asociados a los átomos que forman el sólido, y la externa se corresponde con los electrones asociados al adsorbato.

			La función trabajo se encuentra relacionada con la diferencia de energía que existe entre un electrón de superficie y el que está separado a una distancia que puede ser considerada infinita. La función trabajo depende de las propiedades de la superficie, ya que necesita de la distribución electrónica en la interfase. La densidad electrónica oscila en las cercanías de la superficie hasta disminuir suavemente en el vacío. Esta distribución se manifiesta en una capa eléctrica, donde la contribución se estima como la diferencia entre la energía potencial electrostática en el vacío y la potencial media en el interior del sólido.

			

			La presencia de adsorbato en la superficie influye de dos maneras sobre la función trabajo. El primer efecto se relaciona con la transferencia de carga entre el adsorbato y la superficie, que se encuentra asociado con el proceso de quimisorción (enlace químico entre el adsorbato y la superficie). El segundo con la estructura molecular del adsorbato y la polaridad resultante de la molécula, donde la contribución efectiva depende de la orientación de la molécula con la superficie.

			El efecto se incrementa en la medida que el tamaño del sólido disminuye, lo que conlleva a un incremento en el área superficial específica. En escalas muy pequeñas, como las que se consideran en la nanotecnología, los cambios que tienen lugar en la superficie afectan de forma significativa al sólido en su totalidad. Cuando el tamaño del sólido solamente considera un conjunto relativamente pequeño de átomos, las propiedades de todo el sólido dependen del número de átomos y de la configuración que adopten en la superficie. Otro efecto importante es el confinamiento cuántico, el cual se manifiesta cuando el tamaño de la estructura es del mismo orden de magnitud que su correspondiente longitud de onda de Broglie, y en este caso la función de onda electrónica se hace dependiente del tamaño del sólido. Este efecto ocurre a una escala aproximada a 5 nm.

			En 1970, Zaremba y Kohn establecieron el fundamento para la descripción teórica del fenómeno de adsorción física (Butt y Kappl, 2018; Hiemenz y Rajagopalan, 2016; Kontogeorgis y Kiil, 2016), donde el potencial total que se establece entre la superficie y el adsorbato se escribe a través de un término repulsivo, Vhf que expresa el principio de exclusión de Pauli y que es una interacción de corto alcance que expresa la imposibilidad de que los electrones que se encuentran en la superficie puedan ocupar los orbitales atómicos llenos, y un potencial de atracción de largo alcance relacionado con las interacciones de Van der Waals Vcor. El potencial de repulsión Vhf se describe a través del tratamiento de Hartree-Fock, mientras que está dado Vcor por el potencial de Lifshitz, donde la energía de atracción escala con el inverso de la distancia entre el adsorbato y la superficie elevada a la potencia 3. 

			Si se toma en cuenta que una molécula de adsorbato interacciona con muchos átomos que forman la superficie, de aquí se explica el por qué las interacciones de atracción decaen más suavemente en comparación con los comportamientos que se muestran cuando interaccionan dos moléculas entre sí.

			La descripción del proceso de adsorción mediante el empleo de la química computacional y teórica es una tarea, por lo general bastante difícil debido al número de átomos que es necesario considerar, y suele ser altamente complicada en el caso de los sólidos amorfos compuestos de diferentes sustancias que interaccionan con moléculas de adsorbato de elevado peso molecular. Por esta razón, el estudio del fenómeno de adsorción tiene un carácter fundamentalmente empírico, donde el empleo de la química computacional permite un complemento adicional que permite explicar los resultados experimentales observados.

			

			4.2. Influencia de la adsorción sobre la morfología de la superficie

			De forma general, las interfaces sólidas se caracterizan por presentar un área superficial específica constante en ausencia de reacciones químicas y procesos de deposición y desprendimiento de sustancias. El proceso de adsorción implica la adición de una sustancia diferente sobre la superficie, por lo que es de esperar que esto afecte la morfología final de la superficie. En este sentido, en dependencia de la naturaleza química del adsorbato y el adsorbente, así como de las condiciones bajo las cuales ocurre el proceso, la adsorción puede conllevar a un incremento o a un decrecimiento de la dimensión y el área fractal de la superficie. Si la adsorción solo tiene lugar en determinados sitios de la superficie, es de esperar que esto cause un incremento de la rugosidad y por lo tanto del área superficial específica. Por otra parte, si el proceso de adsorción conlleva a un recubrimiento total de la superficie con la formación de varias capas de adsorbato, esto pudiera conllevar a la disminución de la rugosidad, en dependencia de las propiedades que presente la superficie del adsorbato. En la Figura 4.2.1. se ilustra el efecto de la adsorción de 1 y varias capas de adsorbato sobre la superficie. Se puede observar cómo la formación de varias capas contribuyó a disminuir la rugosidad de la superficie. La cantidad de adsorbato que se puede enlazar a la superficie depende del área superficial específica, así como de la cantidad de sitios activos en los cuales se favorece el enlace, de tal manera que el número máximo de moles de adsorbato que admite un adsorbente dado se estima a través de la relación:

			[image: ]

			donde M (kg) es la masa total del adsorbente, N0 es el número de Avogadro (6.02x1023 1/mol), [image: ] es un factor de corrección que toma en cuenta la fracción del área total que se encuentra cubierta por los sitios activos en los cuales se pueden enlazar las moléculas del adsorbente, a (m2) es el área ocupada por una molécula individual de adsorbato y Aesp (m2/kg) es el área superficial específica del adsorbente referida por unidad de masa.

			

			[image: ]
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			Figura 4.2.1. Efecto del proceso de adsorción en la morfología de una superficie metálica (A), considerando la adsorción de una sola capa (B) y de múltiples capas (C)

			Fuente: elaboración propia.

			4.3. Isotermas de adsorción

			Desde el punto de vista práctico, el estudio del fenómeno de adsorción tiene un carácter empírico, basado en la isoterma de adsorción observada experimentalmente, y que refleja cómo se comporta en el equilibrio la fracción [image: ] de la superficie cubierta por el adsorbato respecto a la concentración de adsorbato C en el gas o líquido que se encuentra en contacto con la superficie a una temperatura T especificada:

			

			[image: ]

			El comportamiento de la isoterma de adsorción depende de la naturaleza del absorbato y absorbente, respectivamente, así como del área y morfología de la superficie. En el caso de adsorción desde gases, la isoterma se expresa frecuentemente como una función de la presión del gas.

			Brunauer clasificó las isotermas de adsorción de gases sobre sólidos en cinco tipos: I, II, III, IV y V, donde cada una de estas se corresponde a un comportamiento de adsorción bien definido (Tian et al., 2020). Estos tipos de isotermas son los siguientes:

			Tipo I: el adsorbato cubre al adsorbente, el cual tiene una superficie uniforme, hasta que se forma una monocapa y entonces el proceso se detiene. Este tipo de isoterma se ajusta al modelo obtenido por Langmuir, y se suele emplear para describir la adsorción química.

			Tipo II: el adsorbato cubre al adsorbente hasta que se forma una monocapa, a partir de lo cual el proceso continúa con la adsorción en multicapas. Es un perfil frecuente en procesos de adsorción física en los cuales las interacciones son poco específicas. Para que se produzca este tipo de comportamiento es necesario que la afinidad del adsorbato por el adsorbente sea algo mayor que la afinidad del adsorbato por sí mismo. Este tipo de isoterma se puede ajustar a la ecuación llamada BET, desarrollada por Brunauer, Emmett y Teller.

			Tipo III: el adsorbato tiene aproximadamente la misma afinidad por el adsorbente y por sí mismo, o es ligeramente más afín a sí mismo, por lo cual una vez que se ha adsorbido una molécula actúa también como sitio libre para que otra se adsorba. Esto conduce a un recubrimiento desigual, con partes limpias, partes cubiertas con monocapa y partes cubiertas con multicapa. Las isotermas tipo III pueden ajustarse bastante bien al modelo BET.

			Tipo IV: el comportamiento inicial consiste en formar una monocapa, para luego mostrar el comportamiento correspondiente a la formación de multicapas hasta alcanzar un espesor máximo a una presión máxima Po, a partir de la cual el proceso de adsorción prácticamente cesa. Este comportamiento se justifica postulando un adsorbente rugoso en donde la monocapa inicial deja muchos huecos, que terminan por saturarse de adsorbato al alcanzar la presión Po mediante el fenómeno de condensación capilar.

			

			Tipo V: el comportamiento inicial radica en formar una multicapa hasta alcanzar un “espesor de multicapa” máximo. Este comportamiento se justifica postulando un adsorbente rugoso, como en el caso IV, y un adsorbato que interactúa débilmente con el adsorbente. El comportamiento cualitativo de cada uno de estos tipos de isotermas se muestra en la Figura 4.3.1.
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			Figura 4.3.1 Comportamiento cualitativo de los diferentes tipos de isotermas de adsorción

			Fuente: elaboración propia.

			Se han desarrollado diferentes modelos teóricos para describir el comportamiento de las isotermas de adsorción, cuyos parámetros se ajustan mediante técnicas estadísticas a los datos experimentales observados. Este enfoque permite establecer hipótesis acerca de los fenómenos fisicoquímicos que determinan el comportamiento del proceso de adsorción, donde el estudio del proceso se puede complementar haciendo uso de la química computacional y teórica. En los siguientes epígrafes se presentan las isotermas de adsorción que se emplean con mayor frecuencia.

			

			4.3.1. Isoterma de Langmuir

			Para obtener un modelo teórico que describa el comportamiento de la isoterma de adsorción de un gas sobre la superficie de un líquido, Langmuir (1917) estableció las siguientes consideraciones: 1) las moléculas se enlazan solo en determinados sitios activos de la superficie; 2) cada sitio solo puede ser ocupado por una molécula, y 3) la energía de enlace entre las moléculas del adsorbato y los sitios activos es independiente de la presencia de otros enlaces que puedan existir.

			La superficie se divide en Nt sitios totales, donde N0 es la cantidad de sitios de la superficie que están libres y N1 es el número de sitios en los cuales existe una molécula de adsorbato, donde:
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			Resulta razonable suponer que la velocidad de adsorción expresada en moles por unidad de tiempo es proporcional al producto del número de sitios vacantes en la superficie y la presión del gas P (alternativamente se puede obtener una expresión análoga si en el lugar de considerar la presión del gas se considera la concentración del adsorbato en el gas):
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			Por otra parte, es de esperar que la velocidad de desorción es proporcional al número de moléculas adsorbidas:
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			Siendo ka y kd las constantes de velocidad de adsorción y desorción, respectivamente. En el equilibrio ambas velocidades son iguales, de tal forma que:

			[image: ]

			Si la ecuación (4.3.1.4.) se divide por Nt y se define la fracción de sitios de la superficie ocupados por el adsorbato como:
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			entonces:
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			Despejando [image: ] de la ecuación (4.3.1.6) se obtiene la isoterma de absorción de Langmuir:

			[image: ]

			La constante de velocidad de desorción es inversa al tiempo de residencia [image: ] (s) de la molécula en la superficie y se relaciona con este tiempo y con el calor de adsorción Q (kJ/mol) y la temperatura T (0C) a través de la expresión:
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			Por otra parte, la constante de velocidad de adsorción dependerá del área del sitio activo a (m2) y de la masa m de la molécula, y será inverso a la temperatura, de tal forma que:
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			Por lo que se estima:
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			La energía libre de Gibbs asociada al proceso de adsorción se relaciona con el proceso de equilibrio:

			[image: ]

			donde AB representa el enlace entre el adsorbato A y el adsorbente (superficie sólida) B, de tal manera que:
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			y la variación de energía libre se expresa:
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			Para que el proceso de adsorción ocurra de forma espontánea tiene que cumplirse:
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			lo cual implica:
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			4.3.2. Isoterma de Frumkin-Fowler-Guggenheim (FFG)

			En el modelo de Langmuir no se toma en consideración el efecto de la interacción entre las moléculas de adsorbato y las moléculas de adsorbente adyacentes a esta, lo que se manifiesta en una desviación del valor real de KL en relación con el predicho. Para superar esta limitación, Frumkin, Fowler y Guggenheim (Barbero et al., 2021) establecieron una corrección en la constante KL de tal forma que:

			[image: ]

			donde n es el número de moléculas adyacentes que interaccionan con la molécula de adsorbato, [image: ] es la fracción de la superficie ocupada por las moléculas de adsorbato y Ep (kJ/mol) es la energía de enlace adicional asociada a esta interacción. Sustituyendo la constante corregida se obtiene la isoterma de Frumkin-Fowler-Guggenheim (FFG):

			[image: ]

			En la Figura 4.3.2.1. se muestra el comportamiento de esta isoterma para un sistema arbitrario considerando KL = 20 considerando como parámetro el número de moléculas adyacentes n.
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			Figura 4.3.2.1. Comportamiento de la isoterma de adsorción FFG considerando como parámetro el número de moléculas adyacentes

			Fuente: elaboración propia.

			La isoterma Tipo I puede describirse tanto por la isoterma de Langmuir como por la isoterma FFG.

			4.3.3. Isotermas de adsorción de BET

			Las isotermas de Langmuir y de FFG predicen la formación de una sola capa de adsorbente, lo cual implicaría que la superficie del adsorbente se sature a medida que se incrementa la presión del gas, de tal forma que:
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			donde P0 (Pa) es la presión de vapor a la temperatura especificada. Sin embargo, existen muchas situaciones en las que este modelo no describe las observaciones experimentales, las que evidencian que en realidad en la superficie se forman múltiples capas de adsorbato. Para superar esta limitación, Brunauer, Emmett y Teller (BET) obtuvieron un modelo de adsorción basado en la idea de aplicar el modelo básico de Langmuir a cada una de las capas que se forman y establecer dos consideraciones básicas. La primera consiste en que la formación de la primera capa se encuentra relacionada con el calor de adsorción Q1 (kJ/mol), mientras que durante la formación del resto de las capas el calor de adsorción Qi se considera igual al calor de condensación del absorbato Qcond. La segunda consideración establece que los procesos de adsorción y desorción ocurren de tal forma que no existe difusión de las moléculas de adsorbato entre las diferentes capas que se forman. A partir de estas consideraciones se llega a la expresión:
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			donde:
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			Donde kads,1 y kads,i son las constantes de velocidad de adsorción de la primera capa y las restantes capas, respectivamente, mientras que aj representa el área superficial de la capa j y K representa el cociente entre las constantes de velocidad de adsorción y desorción correspondientes a la formación de la primera capa.

			El modelo BET puede ser utilizado para describir las isotermas Tipo II y III, tal y como se muestra en la Figura 4.3.3.1.
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			Figura 4.3.3.1. Ajuste del modelo BET para describir las isotermas tipo II y III

			Fuente: elaboración propia.

			4.3.4. Modelos empíricos para isotermas: Freundlich y Temkin 

			Las isotermas anteriores se basan fundamentalmente en modelos teóricos, pero se han encontrado modelos de isotermas, de carácter empírico, los cuales muestran un apropiado ajuste a los datos experimentales observados. Entre estos modelos se encuentran la isoterma de Freundlich y la isoterma de Temkin (Butt et al., 2023).

			

			La isoterma de Freundlich se aplica en el caso de que existan diferentes tipos de sitios activos, presiones de gas moderadas o en la adsorción de solutos desde fases líquidas. El modelo correspondiente es:
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			donde K y n se ajustan a partir de los datos experimentales observados. 

			La isoterma de Temkin se ha aplicado con éxito en aquellos procesos en los cuales la entalpía de adsorción decrece linealmente respecto a la fracción de sitios cubiertos:
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			donde A y B son parámetros que se ajustan a partir de los datos experimentales.

			Ejemplo 4.3.4.1.
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			Continúa E. 4.3.4.1.
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			Ejemplo 4.3.4.2.
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			4.4. Modelación estocástica y dimensión fractal en procesos de adsorción

			La distribución de los sitios activos, así como las interacciones específicas entre estos sitios y las moléculas de adsorbato, pudieran conllevar a la formación de patrones aleatorios sobre la superficie del sólido, los que eventualmente pueden ser caracterizados a través de la geometría fractal. En este contexto, resulta interesante obtener un modelo teórico que permita relacionar la dimensión fractal de estos patrones con el cociente entre la constante de velocidad de adsorción y de desorción, respectivamente (Cadenhead et al., 2013).

			Para la obtención de un modelo mesoscópico para describir el comportamiento del promedio y varianza de la fracción de sitios cubiertos por el adsorbato, se establecen las siguientes suposiciones: i) se produce la formación de una sola capa molecular del adsorbato sobre la superficie; 2) el efecto de las moléculas vecinas sobre la fuerza del enlace entre las moléculas de adsorbato y adsorbente es despreciable; 3) la variable extensiva que describe el comportamiento del sistema en la escala microscópica es la cantidad total de moléculas [image: ] de adsorbato presentes en un área [image: ] de la superficie del sólido; 4) la variable intensiva es la fracción de sitios totales [image: ] cubiertos por el adsorbato, donde la relación entre la variable intensiva y extensiva está dada por:
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			donde a0 es el área ocupada por una molécula individual; 5) las fluctuaciones asociadas a la concentración de adsorbato C0 (mol/m2) expresada por unidad de área en la fase fluida que se encuentra en contacto con la superficie en el estado de equilibrio se suponen despreciables, de tal manera que C0 puede ser considerada como variable determinista; 6) la probabilidad de transición por unidad de tiempo asociada al proceso de adsorción que tiene lugar en la escala microscópica se establece a priori como:
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			siendo N0 el número total de sitios libres de área a0 en los cuales se pueden enlazar las moléculas de adsorbato, ka (s-1) es la constante de velocidad de adsorción y x0 es el número de moléculas de adsorbato que se encuentran en la fase fluida; 7) la probabilidad de transición por unidad de tiempo de que ocurra el proceso de desorción, se establece como:
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			donde kd (s-1) es la constante de velocidad de desorción. Tomando en cuenta que:
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			la ecuación (4.4.2) se escribe de la forma:
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			de tal manera que la ecuación maestra que describe la probabilidad P(M;t) de que al tiempo t (s) el número de moléculas de adsorbato enlazadas sea igual a M es:
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			sujeta a la condición inicial:
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			siendo Ea el operador de ascenso-descenso que actúa sobre las funciones de variables discretas. Si se toma en cuenta que cuando tiene lugar un proceso microscópico individual el cambio [image: ]M que ocurre es despreciable en comparación con M, entonces M puede ser considerada como una variable continua, obteniéndose la ecuación de Fokker-Planck:
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			Tomando en cuenta la relación entre la variable extensiva y la extensiva y que:
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			se efectúa un cambio de variables en la ecuación (4.4.8), de tal manera que esta queda expresada en función de la variable intensiva [image: ]:

			

			[image: ]

			donde Na es el número de Avogadro. La ecuación (4.4.10) es una ecuación de Fokker-Planck lineal, cuya solución es una función de probabilidad Gaussiana en la cual los comportamientos del valor esperado [image: ] y la varianza [image: ] de [image: ], respectivamente, se describen a través del sistema de ecuaciones diferenciales temporales:
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			En estado de equilibrio, las derivadas temporales que se encuentran en el lado izquierdo de las ecuaciones (4.4.11.) y (4.4.12.) se hacen igual a 0, obteniéndose:

			[image: ]

			siendo [image: ] proporcional al cociente entre las constantes de velocidad de adsorción y desorción y C una constante de integración que toma en cuenta el intervalo de valores posibles de [image: ].

			De acuerdo con los principios de la geometría fractal, el contenido de sustancia S en una región de dimensión característica L se relaciona con la dimensión fractal de capacidad f, de acuerdo con la expresión:

			[image: ]

			

			donde L es la distancia euclidiana entre dos puntos, g representa la precisión en la medición y n es la dimensión del espacio euclidiano en el cual se encuentra embebido el objeto fractal. De acuerdo con esta expresión, la dimensión fractal de capacidad de un objeto inmerso en un plano puede ser determinada a partir de una imagen binaria del objeto y el método de conteo de cajas:
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			donde q es el número de celdas de tamaño no dimensional l en que se divide la imagen y q0 el número de celdas en las cuales se observó parte del objeto, donde l = 1 es el menor tamaño de las celdas.

			Para estimar teóricamente el comportamiento de la dimensión fractal como una función de [image: ] y C0, se considera que en el estado de equilibrio se cumple la propiedad de ergodicidad, lo cual significa que el valor esperado de la probabilidad es equivalente a la densidad [image: ] del adsorbato en una región observada de área [image: ]. Tomando en cuenta la ecuación (4.4.17), se expresa [image: ] como una función potencial de [image: ]:
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			donde:
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			Si se considera que la cantidad de adsorbato [image: ] presente en la escala mesoscópica es el producto de la densidad  y el área ocupada [image: ] por los sitios activos, entonces:
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			A partir de la ecuación (4.4.20) y la definición de dimensión fractal, se obtiene:

			[image: ]

			La ecuación (4.4.21.) permite estimar la constante de equilibrio asociada al proceso de adsorción y la distribución de sitios activos a partir de la dimensión fractal observada en la escala mesoscópica y la concentración de adsorbato en el equilibrio.

			

			Para analizar la validez del modelo, se llevó a cabo un experimento de adsorción de un colorante de color azul que se adsorbe sobre la superficie plana y no porosa de un sólido de color blanco. Para preparar las muestras, la superficie fue cubierta con una película líquida en cuyo seno se encuentra el colorante, y se procedió al secado de las muestras a una temperatura de 28 ºC durante 24 horas. Las imágenes, con resolución 640x480 pixeles, fueron tomadas con un microscopio USB con aumento x1000 y tratadas con el programa ImageJ, estableciendo un umbral de intensidad de los pixeles igual a 166 para la conversión en imagen binaria (Figura 4.4.1.). La dimensión fractal se determinó mediante el método de conteo de cajas. En total, fueron tratadas un conjunto de 21 imágenes, donde el intervalo de valores considerado para la concentración de adsorbato fue de entre 0 y 0.2 moles por cm2. Los resultados experimentales obtenidos se muestran la Figura 4.4.2.

			A partir de técnicas estadísticas de regresión lineal, se obtiene:
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			Figura 4.4.1. Morfología del grado de cubrimiento de la superficie por el adsorbato, donde  f = 1.6041

			Fuente: elaboración propia.
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			Figura 4.4.2. Resultados experimentales observados

			Fuente: elaboración propia.

			4.5. Ejercicios

			
					Al realizar un estudio experimental del comportamiento de la fracción de sitios cubiertos respecto a la presión en el equilibrio, se obtuvieron los resultados siguientes. ¿Cuál es la isoterma que mejor se ajusta a estos datos experimentales? 

			

			[image: ]

			Respuesta: Isoterma de Temkin

			
					¿Cuáles son las diferencias entre la adsorción de tipo físico y la quimisorción?

					Se tienen dos sólidos granulados, donde el tamaño promedio de partículas de el sólido A es el doble del valor correspondiente a B. Ambos sólidos tienen las mismas propiedades superficiales y química físicas. Para una misma masa de sólido, ¿cuál de ambos sólidos presenta una mayor eficiencia como absorbente? Explicar por qué.

			

			Respuesta: B

			
					¿Cómo influye la dimensión fractal de la superficie sobre la eficiencia del proceso de adsorción?

			

		

	
		

		
			Capítulo 5.

			Quimisorción

			La adsorción química o quimisorción es un fenómeno superficial que involucra la formación de un enlace químico entre el adsorbato que se encuentra en una fase fluida y la superficie sólida (adsorbente), por lo que tienen lugar cambios en la composición química del sistema. Se ha observado experimentalmente que existe una distinción borrosa entre la adsorción física, presentada en el Capítulo 4, y la quimisorción, ya que ambos fenómenos involucran la ocurrencia de procesos comunes, por ello muchos principios que se establecen en la adsorción física se mantienen en la adsorción química.

			La catálisis heterogénea se considera con frecuencia un tipo especial de quimisorción, donde el incremento del conocimiento acerca de los fenómenos que influyen sobre la adsorción química ha contribuido al desarrollo de nuevos catalizadores destinados al sector industrial (Hosseini-Dastgerdi et al., 2014; Kontogeorgis y Kiil, 2016; Hopkins et al., 2005). Las cuestiones fundamentales que son analizadas, son las siguientes:

			
					¿Dónde se encuentran los átomos y moléculas en la superficie sólida y por qué se encuentran en esas posiciones?

					¿Cuáles son los cambios estructurales que se asocian a los procesos que tienen lugar en la superficie?

					¿Cuál es la naturaleza y la energía de los enlaces químicos que se establecen?

					¿Qué factores influyen en la formación y ruptura del enlace?

			

			Se han realizado numerosos estudios experimentales que intentan responder estas cuestiones, y que involucran el empleo de técnicas espectroscópicas, microscopía electrónica y de fuerza atómica, así como el desarrollo de técnicas de calentamiento controladas para causar la desorción de los productos que se encuentran en la superficie, con el propósito de estudiar su composición y propiedades físicoquímicas. En este capítulo se abordan un conjunto de aspectos teóricos y prácticos relacionados con la adsorción y los procesos químicosfísicos más importantes asociados con este fenómeno.

			5.1. Isotermas de quimisorción

			El fenómeno de quimisorción involucra implícitamente la adsorción física de los reactivos que se encuentran presentes en la fase fluida sobre la superficie del sólido, la cual debe ocurrir necesariamente antes de la formación del enlace químico. Este proceso influye sobre el comportamiento cinético, pero no es de esperar que influya en el estado de equilibrio hacia el cual evoluciona el sistema, en donde se espera que la concentración superficial de los productos de la reacción sea tan elevada como para que la concentración de reactivos adsorbidos que no reaccionan se pueda considerar despreciable. Este efecto se debe manifestar en la isoterma de adsorción, donde se espera que solamente se forme una capa molecular de los productos de la reacción. A partir de esta consideración inicial, las isotermas de quimisorción se han desarrollado tomando como base el modelo de Langmuir, el cual se corrige para tomar en cuenta el efecto de la heterogeneidad de la superficie y de las interacciones de los sitios laterales, vecinos al sitio activo donde se produce la reacción química, así como la necesidad de contar con sitios libres adyacentes cuando el mecanismo de reacción involucra la disociación molecular previa del reactivo.

			

			El calor de quimisorción depende del grado de cubrimiento de la superficie, explicado a través de dos efectos fundamentales, que pueden ocurrir independientemente o de forma simultánea. El primero se asocia con la heterogeneidad de la superficie, mientras que el segundo se relaciona con interacciones del tipo adsorbato-adsorbato. El primer efecto que influye sobre el calor de quimisorción es la heterogeneidad de la superficie, relacionada con la distribución espacial de los sitios activos. Normalmente, el calor de desorción excede el de quimisorción, lo cual constituye una manifestación de la irreversibilidad parcial del proceso de adsorción-desorción. Como resultado, la diferencia entre ambos disminuye a medida que se incrementa la fracción de sitios cubiertos, lo cual se refleja en el cociente entre las constantes de velocidad asociadas a estos procesos.

			Para describir estos comportamientos se toman en cuenta dos modelos fundamentales. El primero considera que la función de distribución espacial de los sitios tiene un comportamiento exponencial respecto al calor de quimisorción, a partir de lo cual se obtiene el modelo de Freundlich:

			[image: ]

			la cual se ajusta a los datos experimentales dentro de determinados intervalos de valores de P, donde c es menor que 1. Este modelo tiene como limitación que la consideración de dependencia exponencial es una suposición teórica que no se corresponde con la realidad, ya que no se cumple la ley de Henry para bajos valores de P, ni tampoco se predice un valor máximo límite para altos valores de P. Para superar estas limitaciones se supone un segundo modelo donde se considera una dependencia gaussiana de la distribución espacial respecto al calor de quimisorción, a partir de lo cual se obtiene: 
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			En la Figura 5.1.1. se muestran los comportamientos predichos de la isoterma para un sistema hipotético considerando que la distribución de los sitios activos muestra una dependencia exponencial y gaussiana, respecto al calor de quimisorción. En este caso, la isoterma de Freundlich predice un cubrimiento de la superficie sin límites, lo cual no se corresponde con la consideración de que la adsorción química conlleva la formación de una sola capa, lo cual hace que este tipo de modelo sea válido solo dentro de determinados valores de presión P. Por otra parte, que la heterogeneidad de la superficie favorece el grado de cubrimiento de esta para una misma relación entre las constantes de adsorción y desorción.
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			Figura 5.1.1. Diferentes tipos de isotermas de quimisorción. I: distribución espacial de los sitios con dependencia exponencial respecto al calor de quimisorción; II: distribución espacial de los sitios con dependencia gaussiana respecto al calor de quimisorción; III: Isoterma de Langmuir, que no toma en cuenta la dependencia entre el calor de adsorción y la heterogeneidad de la superficie

			Fuente: elaboración propia.

			

			Ejemplo 5.1.1.

			
				
					
				
				
					
							
							Ejemplo 5.1.1. En la Tabla E. 5.1.1.1 se muestra el comportamiento de la concentración C (mol/l) del reactivo A en el equilibrio respecto a la cantidad de moles adsorbidos q expresados por unidad de masa del sólido. 

							Tabla E. 5.1.1.1. Comportamiento experimental observado de una isoterma de adsorción
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											q

										
									

									
											
											0.001

										
											
											0.031547867

										
									

									
											
											1.001

										
											
											0.517392051

										
									

									
											
											2.001

										
											
											0.679056374

										
									

									
											
											3.001

										
											
											0.734069594

										
									

									
											
											4.001

										
											
											0.846444314

										
									

									
											
											5.001

										
											
											1.022731336

										
									

									
											
											6.001

										
											
											1.004538081

										
									

									
											
											7.001

										
											
											0.986683944

										
									

									
											
											8.001

										
											
											1.181348899

										
									

									
											
											9.001

										
											
											1.180580369

										
									

									
											
											10.001

										
											
											1.322041437

										
									

									
											
											11.001

										
											
											1.30160244

										
									

								
							

							Fuente: elaboración propia.

							Los datos experimentales obtenidos fueron ajustados a los modelos dados por las ecuaciones (5.1.1.) y (5.1.2.) mediante el empleo del método de regresión no lineal de Maquard. Los resultados experimentales observados y los modelos ajustados se muestran en la Figura E. 5.1.1.1. Los modelos ajustados, así como los coeficientes de correlación correspondientes, se muestran en la Tabla E. 5.1.1.2.

							Tabla E. 5.1.1.2. Resultados del ajuste de modelos

							
								
									
									
								
								
									
											
											Modelo ajustado

										
											
											Coeficiente de correlación
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											82 %
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											98 %

										
									

								
							

							Fuente: elaboración propia.
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							Figura E.. 5.1.1.1. Resultados experimentales observados (puntos) y modelos ajustados

							Fuente: elaboración propia.
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							A partir de los resultados de los ajustes, se concluye que el modelo que describe mejor el comportamiento experimental observado se corresponde con la isoterma de Freundlich.

						
					

				
			

			Si se considera una dependencia lineal entre el calor de quimisorción Q y la fracción de sitios cubiertos [image: ], de tal manera que:

			[image: ]

			entonces se obtiene el modelo de Temkin:

			[image: ]

			cuyo comportamiento se muestra en la Figura 5.1.2. Nótese que este modelo se invalida para valores de P igual a cero, lo cual constituye una de las limitaciones de este.

			[image: ]

			Figura 5.1.2. Isoterma de Temkin

			Fuente: elaboración propia.

			Para un proceso de quimisorción en particular, la idea consiste en ajustar los datos experimentales a los modelos de isoterma de Langmuir, Freundlich y Temkin, respectivamente, seleccionando aquel que mejor se ajuste desde el punto de vista estadístico, de forma semejante a como se hace en adsorción física.

			La segunda razón que se atribuye a la variación del calor de quimisorción se centra en la interacción entre las moléculas de adsorbato. En la adsorción física de este efecto se visualiza como interacciones laterales de tipo Van der Waals (Dagastine et al., 2002; Hamaker, 1937; Hermann et al., 2017; Parsegian, 2005), de naturaleza atractiva; pero en el caso de la quimisorción, estas interacciones son de tipo repulsivo. En este tipo de fenómeno, la interacción adsorbato-adsorbente está asociada con sitios activos específicos, estableciéndose que cada molécula de adsorbato requiera de dos sitios activos adyacentes. A partir de esta suposición, la velocidad de quimisorción se escribe de la forma:

			

			[image: ]

			donde z es el número de sitios vecinos, mientras que la velocidad de desorción se escribe:

			[image: ]

			Igualando ambas velocidades se obtiene la forma cuadrática de la isoterma de Langmuir, cuyo comportamiento se representa en la Figura 5.1.3:

			[image: ]

			Nótese que, cuando z = 1 la forma cuadrática se corresponde con la isoterma de Langmuir convencional, donde a medida que se incrementa el valor de z, el valor [image: ] disminuye para el mismo valor del cociente kdes/kq.

			[image: ]

			Figura 5.1.3. Isoterma cuadrática de Langmuir, considerando como parámetro el valor del número de sitios vecinos z

			Fuente: elaboración propia.

			5.2. Cinética del proceso de quimisorción

			La quimisorción es un proceso que se favorece desde el punto de vista termodinámico a bajas temperaturas, la constante de velocidad de la reacción puede ser despreciable. Desde el punto de vista práctico, solo se consideraría la ocurrencia de una adsorción de tipo físico. La prevalencia de estos efectos depende de la energía de activación y del mecanismo de reacción que tiene lugar en el sistema.

			

			En la adsorción química deben considerarse dos curvas de energía potencial. Una que se relaciona con la adsorción de tipo físico y las interacciones de Van der Waals, que se establecen entre el reactivo  los sitios superficiales; además de otra curva de energía potencial que se enlaza con la disociación del reactivo adsorbido, dando lugar a la formación de un estado precursor a partir del cual evoluciona la reacción química. La curva de energía potencial asociada a la reacción involucra directamente a la energía de activación, la cual puede depender de los procesos de relajación que ocurran en la superficie. Estos procesos pueden ser descritos teóricamente mediante el uso de la química computacional y teórica, siendo importante definir los orbitales moleculares resultantes de la reacción entre el adsorbato y los sitios activos de la superficie, así como la evaluación de las integrales de solapamiento.

			5.2.1. Velocidad de quimisorción

			La constante de velocidad de quimisorción depende de la energía de activación Eact, de acuerdo con un comportamiento exponencial:

			[image: ]

			de tal manera que esta constante se incrementa con el aumento de la temperatura y disminuye con el aumento de la energía de activación, tal y como se muestra en la Figura 5.2.1.1.
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			Figura 5.2.1.1. Comportamiento de la constante de velocidad de quimisorción respecto a la temperatura para un sistema hipotético, considerando como parámetro la energía de activación

			

			Fuente: elaboración propia. 

			La energía de activación se incrementa respecto a [image: ]. Si se supone una variación lineal entre ambas, la constante de velocidad de quimisorción cambia respecto a la fracción de sitios activos:

			[image: ]

			tal y como se muestra en la Figura 5.2.1.2., donde se aprecia una disminución exponencial de esta constante respecto a la fracción de sitios cubiertos.

			[image: ]

			Figura 5.2.1.2. Comportamiento de la constante de velocidad de quimisorción respecto a la fracción de sitios activos f para un sistema hipotético a una temperatura constante

			Fuente: elaboración propia. 

			Si se toma en cuenta que la velocidad de quimisorción neta depende de la constante de velocidad, de la fracción de sitios activos y de la presión del gas, se obtiene:

			[image: ]

			donde f([image: ]) es una función decreciente respecto al número de sitios cubiertos, y puede expresarse como una función lineal o cuadrática, en dependencia de la influencia de los sitios adyacentes sobre la quimisorción:

			[image: ]

			

			5.2.2. Velocidad de desorción

			De acuerdo con la aplicación del concepto de equilibrio en el fenómeno de quimisorción, la importancia de la velocidad de desorción está determinada por el principio de reversibilidad microscópica o balance detallado, aunque las velocidades de quimisorción y desorción se determinan fuera del equilibrio y pueden ser expresadas mediante leyes de velocidad semiempíricas. La desorción requiere un valor mínimo de energía que es igual a la energía de adsorción química:

			[image: ]

			eso implica que la energía de activación de la desorción es mucho más elevada que la energía de activación asociada a la quimisorción, lo que conlleva a que este proceso ocurra con menor velocidad.

			La velocidad de desorción se puede expresar a través de la ecuación:

			[image: ]

			donde [image: ] es el tiempo de residencia de la molécula de adsorbato en la superficie, cuyo orden es de 10-13 s, y g([image: ]) es una función lineal de la fracción de sitios activos, que eventualmente puede ser una función cuadrática si el proceso de desorción involucra una asociación entre las moléculas del producto.

			5.2.3. Comportamiento dinámico de la fracción de sitios activos

			La dinámica del proceso de quimisorción se representa a través de la variación de la fracción de sitios cubiertos respecto al tiempo, donde este comportamiento se obtiene combinando las leyes de velocidad de los procesos de quimisorción y desorción para dar como resultado:

			[image: ]

			La ecuación diferencial temporal (5.2.3.1.) en la mayoría de los casos no puede resolverse de forma analítica, siendo necesaria la aplicación de métodos numéricos de solución.

			
				
					[image: ]
				

			

			

			

			5.3. Mecanismos de la catálisis heterogénea

			Las reacciones que son catalizadas por superficies sólidas involucran los siguientes procesos:

			1. Difusión de los reactivos desde el seno de la fase fluida hacia la superficie sólida

			2. Adsorción de los reactivos sobre la superficie

			3. Difusión superficial de los reactivos hasta llegar a los sitios activos

			4. Reacción química

			5. Desorción de los productos de la reacción

			6. Difusión de los productos de la reacción desde la superficie sólida hacia la fase fluida

			Los procesos de difusión de productos y reaccionantes que tienen lugar entre la superficie sólida y la fase fluida solo son importantes cuando se trata de sólidos porosos, por lo que sus efectos pueden considerarse despreciables.

			El mecanismo de acción de los catalizadores sólidos tiene dos explicaciones admisibles. La primera tiene que ver con el hecho de que la adsorción de las sustancias reaccionantes conlleva a un incremento de la concentración en sitios específicos del sistema que favorece la velocidad de la reacción. La segunda se encuentra relacionada con una modificación del mecanismo de reacción que implica una disminución significativa de la energía de activación. No queda descartado que ambos mecanismos actúen de forma simultánea.

			Considérese una reacción en fase gaseosa del tipo:

			[image: ]

			que tiene lugar en presencia de un catalizador sólido C. Supóngase que la temperatura es constante y que la reacción se lleva a cabo haciendo pasar el gas sobre un lecho de partículas no porosas de C, y que el sistema se encuentra en estado estacionario. Puesto que el catalizador no es poroso, no intervienen las etapas 2 y 6. El problema consiste en expresar la velocidad de la reacción en términos de la concentración de A por unidad de masa o volumen del catalizador.

			Por otra parte, el proceso de reacción química puede abordarse como quimisorción, el cual toma en cuenta de forma integrada los mecanismos de adsorción, desorción y reacción química; la constante de velocidad considerada toma en cuenta de forma implícita las constantes de velocidad de cada uno de estos. El global se simplifica considerando tres etapas:

			

			1. Transporte de A desde el seno del gas hacia la superficie del catalizador.

			2. Reacción química con la producción de B.

			3. Transporte de B desde la superficie del catalizador hacia el seno del gas.

			Debido a que la reacción es irreversible, la concentración de B en la superficie del catalizador no afecta la velocidad de la reacción, por lo que solo son importantes dos procesos: el transporte de A y la reacción en la superficie, lo cual permite obtener una ecuación para la velocidad de la reacción en base a la concentración de A en el seno del gas, mientras que el comportamiento de la concentración de B puede escribirse con base en la estequiometría de la reacción.

			Debido a que las velocidades asociadas al transporte de masa y la reacción química pueden considerarse iguales, entonces la velocidad r1 de disminución de A debido al transporte desde el seno del gas a la superficie del sólido:

			[image: ]

			será igual a la velocidad r2 de la reacción química en la superficie del catalizador:

			[image: ]

			donde k1 es el coeficiente de transferencia de masa, as el área superficial específica del catalizador, CA,g la concentración de A en el seno del gas, CA,s la concentración de A en la superficie del catalizador y k2 la constante de velocidad de la reacción.

			Igualando ambas velocidades:
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			se despeja entonces Ca,s:

			[image: ]

			Sustituyendo, se obtiene la expresión para la velocidad global:

			[image: ]

			Nótese que la constante de velocidad global puede ser expresada de la forma:

			[image: ]

			

			La constante de velocidad observada experimentalmente incluye de forma implícita, además de la constante de velocidad real de la reacción, el coeficiente de transferencia de masa y el área superficial del sólido catalítico.

			
				
					
				
				
					
							
							Ejemplo 5.3.1. Si la reacción catalizada por un sólido tiene como estequiometria:

							[image: ]

							y la velocidad de reacción puede ser expresada de la forma:

							[image: ]

							entonces, igualando las velocidades de transferencia de masa y de reacción química, se obtiene:

							[image: ]

							la velocidad global está dada por:

							[image: ]

						
					

				
			

			5.4. Ejercicios

			1. En la siguiente tabla se muestra el comportamiento de una isoterma de quimisorción, donde P representa la presión del gas en el equilibrio y f la fracción de la superficie en la cual reaccionó el reactivo. Caracterice la heterogeneidad de la superficie en dependencia de la relación entre a distribución de sitios activos y el calor de adsorción. 

			
				
					[image: ]
				

			

			

			Respuesta: la distribución de sitios activos sigue una distribución gaussiana. 

			
					¿En qué condiciones se puede suponer que el proceso de quimisorción se describe a través de una isoterma de Langmuir cuadrática? 

					¿Para qué valor de fracción de sitios cubiertos la velocidad de quimisorción es igual a la mitad del valor de esta constante al inicio del proceso de quimisorción? Respuesta: 0.69

					Explique los mecanismos fundamentales que se han empleado para explicar el efecto catalítico de las superficies sólidas.

			

		

	
		

		
			Capítulo 6.

			Reacciones químicas sólido-gas

			A diferencia de las reacciones en fase homogénea fluida, en donde la velocidad de reacción puede considerarse prácticamente independiente de la posición espacial, en las reacciones heterogéneas sólido-gas la reacción química tiene lugar en la superficie del sólido, por lo que los procesos de transporte de masa que tienen lugar entre el seno de la fase fluida y la superficie del sólido pueden influir de forma significativa sobre la velocidad de la reacción.

			Las reacciones heterogéneas eventualmente muestran una significativa complejidad, donde la modelación del comportamiento cinético emplea ecuaciones diferenciales parciales que involucran al tiempo y a las coordenadas espaciales, las que se obtienen a partir de las ecuaciones fenomenológicas de transporte de masa y energía, así como los principios involucrados en el mecanismo de reacción propiamente dicho.

			En este capítulo se aborda de forma general la estrategia para describir el comportamiento cinético de este tipo de reacciones, así como los modelos que se emplean con mayor frecuencia para describir estos sistemas sólido-gas.

			6.1. Características de las reacciones químicas heterogéneas no catalíticas

			La cinética de las reacciones entre sólidos y gases tiene características diferentes a las que ocurren en sistemas homogéneos, ya que además de los procesos propios de la cinética química, es necesario considerar los de transporte de materia que tienen lugar. Además, existen otros fenómenos que complejizan el estudio del sistema, relacionados con los de transporte de calor significativos que afectan las velocidades de reacción, así como la ocurrencia de mecanismos de reacción complejos.

			Debido a que se involucran varios procesos, es necesario comprender cómo incorporar estos en las leyes cinéticas de velocidad, considerando una ecuación cinética global, cuyos parámetros se ajustan a partir de los comportamientos experimentales observados.

			Es necesario distinguir entre dos cinéticas. La primera es la real, que tiene que ver directamente con el mecanismo de reacción involucrado entre los reactivos, y que tiene lugar en la superficie del sólido. La segunda es la aparente, que se observa a escala macroscópica y que tiene que ver con el comportamiento temporal de los reactivos y productos que se encuentran en el gas. De manera general, es muy difícil obtener la cinética de reacción con exactitud, por lo que los modelos y leyes son aproximaciones al comportamiento real. Lo usual es obtener modelos teóricos que tomen en cuenta la importancia relativa que existe entre los procesos de transporte y reacción química, y determinar cuál es el que mejor se ajusta a los resultados experimentales observados.

			

			Los modelos matemáticos que se han desarrollado para describir la cinética de las reacciones heterogéneas toman en cuenta los siguientes aspectos generales:

			
					Debido a que es necesario tomar en cuenta, además de la reacción química, los procesos de transporte que ocurren, las velocidades de todos se definen por unidad de superficie.

					En la región cercana a la interfase (superficie del sólido) se establece un perfil de concentración que es muy difícil de describir con exactitud, y cuya forma depende de la cinética de la reacción y de los procesos de difusión de reactivos y productos. Para simplificar, se establece el concepto de etapa controlante de la velocidad, la cual se corresponde con la etapa cuya velocidad es menor, y que define con mayor fuerza la forma exacta del perfil de concentración. La etapa controlante de la velocidad puede estar asociada con los procesos de transporte (difusión) que tienen lugar en el sistema o con la reacción química.

					Para simplificar el tratamiento matemático en el caso de las reacciones cuya cinética real es no lineal, se recomienda que las ecuaciones cinéticas correspondientes se linealicen mediante un desarrollo en series de Taylor alrededor del estado estacionario o de equilibrio que se establece en el sistema.

					Para un sistema en el cual la reacción química ocurre entre un reactivo gaseoso A y un reactivo sólido B se establece la siguiente ecuación estequiométrica general, donde P representa a los productos de la reacción, los cuales pueden ser i) gaseosos, ii) sólidos y iii) gaseosos y sólidos:

			

			[image: ]

			
					Si las partículas sólidas presentan impurezas que no reaccionan y quedan adheridas entre sí durante el transcurso de la reacción o los productos de la reacción son sólidos porosos, de tal manera que el cambio en el tamaño de la partícula durante el transcurso de la reacción puede considerarse despreciable, se asume que el tamaño de la partícula es constante. En caso contrario, hay que tomar en cuenta que la partícula disminuye de tamaño durante el transcurso de la reacción hasta que prácticamente todo el sólido reacciona.

			

			

			La cinética global de la reacción heterogénea depende de la etapa controlante de la velocidad y del comportamiento del tamaño de la partícula, donde para cada caso que se puede presentar se le asocia un modelo o esquema conceptual que describe el comportamiento cinético global. Si existe un modelo que se ajusta al comportamiento experimental observado, entonces la cinética elegida puede suponerse que se corresponde con la real, dentro del intervalo de valores de los parámetros considerados. Debido a que se supone que la cinética global depende del proceso más lento, y a que la velocidad de la reacción química depende de la temperatura del sistema, un mismo sistema puede exhibir diferentes ecuaciones cinéticas de velocidad global en dependencia de las condiciones bajo las cuales tiene lugar la reacción. Este mismo aspecto es válido en relación con la importancia de las impurezas sólidas que no reaccionan, de aquí que la cinética observada también dependerá de la composición del sistema.

			En este contexto se han propuesto dos modelos cinéticos conceptuales:

			Modelo de conversión progresiva: se ha aplicado con éxito cuando el gas penetra y reacciona de forma simultánea en toda la partícula, la cual tiene una estructura marcadamente porosa. Este modelo es el más apropiado cuando en realidad el sólido actúa como catalizador o su conversión tiene lugar debido a efectos calóricos, más que al contacto con el gas.

			Modelo del núcleo sin reaccionar: la reacción comienza sobre la superficie y se va desplazando hacia el interior del sólido, de tal forma que existe un núcleo de material sin reaccionar cuyo tamaño disminuye con el tiempo. Este es el modelo que se emplea con mayor frecuencia en el caso de reacciones no catalíticas, por lo que será el modelo conceptual que se describirá en este capítulo.

			El modelo del núcleo sin reaccionar se subdivide a su vez en otros dos modelos conceptuales. El primero considera que el tamaño de la partícula es constante (ya sea por la presencia de impurezas o porque uno o varios productos de la reacción son sólidos), mientras que el segundo toma en cuenta que el tamaño de la partícula sólida disminuye en el tiempo.

			6.2. Modelo del núcleo sin reaccionar cuando la partícula sólida es de tamaño constante

			Cuando existen impurezas sólidas en el sistema que no reaccionan o cuando uno o varios productos de la reacción son sólidos porosos, se puede considerar que las partículas sólidas no cambian de tamaño durante el transcurso de la reacción, distinguiéndose tres fases: la gaseosa, la que representa el sólido sin reaccionar, y una fase sólida adicional, conocida como ceniza, que está formada por las impurezas sólidas o los productos sólidos, y que debe presentar una estructura porosa que permita la difusión de los reactivos gaseosos hasta la superficie del sólido sin reaccionar. En este caso, tienen lugar los siguientes procesos:

			

			
					Difusión del reactante A desde el seno del gas hasta la superficie de la partícula sólida, cuya morfología se supone circular.

					Difusión del reactante A, a través de los poros correspondientes a la ceniza (impurezas) o a los productos sólidos porosos hasta llegar a la superficie del sólido sin reaccionar.

					Reacción química.

					Difusión de los productos gaseosos desde la superficie de núcleo sin reaccionar hasta la superficie del sólido.

					Difusión de los productos gaseosos desde la superficie del sólido hacia el seno del gas.

			

			Para obtener el modelo, se va a considerar que la reacción es irreversible. La concentración de A en la superficie del sólido sin reaccionar, Ca,s, es igual a cero. De acuerdo con la estequiometría de la reacción, se tiene que:

			[image: ]

			En dependencia de la etapa controlante de la velocidad se van a tener tres modelos, que corresponden a considerar que las etapas más lentas son: i) la difusión a través del gas; ii) la difusión a través de la ceniza, y iii) la reacción química.

			6.2.1. Difusión a través del gas como etapa controlante de la velocidad

			Cuando la etapa más lenta corresponde a la difusión de los reactivos desde el seno del gas hasta la superficie del sólido, se puede suponer que la concentración de A en la ceniza es prácticamente igual a la concentración de A en la superficie del sólido Ca,s y la variación en el número de moles de B está determinada por el proceso de transporte del gas:
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			donde S es el área superficial del sólido y Dg es el coeficiente de difusión a través del gas. Si el número de moles de B es el producto de la densidad molar por el volumen Vc del sólido sin reaccionar:
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			entonces:
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			si ahora se reemplaza en la ecuación de la velocidad, se obtiene:
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			Integrando, se obtiene:
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			siendo V0 el volumen de la partícula, el cual se considera constante. El término S/V0 representa el área superficial específica de la partícula sólida. Si la partícula es esférica:
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			entonces la relación entre el tiempo de reacción y el volumen del sólido que queda sin reaccionar está dada por:
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			El tiempo de reacción total es el valor de tiempo para el cual Vc/V0 es igual a cero y está dado por:

			[image: ]

			

			6.2.2. Difusión a través de la ceniza como etapa controlante de la velocidad

			Cuando la etapa más lenta es la difusión de A, a través de la ceniza, la concentración de A en el gas es igual a la concentración en la superficie de la partícula, estableciéndose un perfil de concentración en la zona de la ceniza donde la concentración de A en la superficie del sólido sin reaccionar es igual a cero. En este caso, se establece:
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			donde es necesario considerar que el espesor de la capa de ceniza varía respecto al tiempo. Integrando la ecuación (6.2.2.1.) y tomando en cuenta la relación estequiométrica entre A y B, se obtiene:

			[image: ]

			Si la partícula es esférica y que el volumen del sólido sin reaccionar es Vc, entonces:

			[image: ]

			Sustituyendo la ecuación (6.2.2.5.) en la ecuación (6.2.2.3.):

			[image: ]

			Integrando, se obtiene:

			[image: ]

			donde rc representa el radio del núcleo sin reaccionar. El tiempo total de reacción estará dado por:

			

			[image: ]

			6.2.3. Reacción química como etapa controlante de la velocidad

			Cuando la etapa más lenta es la reacción química, la velocidad de la reacción se supone proporcional a la concentración del gas y el área del núcleo sin reaccionar:

			[image: ]

			Tomando en cuenta que:

			[image: ]

			y sustituyendo apropiadamente, se obtiene:

			[image: ]

			Integrando la ecuación (6.2.3.4.)

			[image: ]

			se obtiene:

			[image: ]

			donde el tiempo total de reacción estará dado por:

			[image: ]

			6.3. Modelo del núcleo sin reaccionar cuando la partícula disminuye de tamaño

			

			Cuando no existen impurezas sólidas y todos los productos de la reacción son gaseosos, es de esperar que la partícula disminuya de tamaño respecto al tiempo, distinguiéndose dos fases: el reaccionante sólido y la fase gaseosa donde se encuentran los reactivos gaseosos y todos los productos de la reacción. En este caso tienen lugar los siguientes procesos:

			
						Difusión del reactante A desde el seno del gas hasta la superficie de la partícula sólida, cuya morfología se supone circular.

					Reacción química.

					Difusión de los productos gaseosos desde la superficie del sólido hacia el seno del gas.

			

			6.3.1. Difusión a través del gas como el paso controlante de la velocidad

			Para obtener el modelo, se va a considerar que la reacción es irreversible. La concentración de A en la superficie del sólido sin reaccionar, Ca,s, es igual a cero. De acuerdo con esta estequiometría de la reacción, se tiene que:

			[image: ]

			La velocidad de la reacción es proporcional a la concentración del gas y el área superficial del sólido S:

			[image: ]

			donde kg es una constante que se relaciona con la difusión de A desde la fase gaseosa hasta la superficie del sólido.

			Si se toma en cuenta que el número de moles de sólido es proporcional al producto del volumen y la densidad molar:

			[image: ]

			y la siguiente relación entre el volumen y el radio de la partícula:

			

			[image: ]

			entonces, sustituyendo apropiadamente se obtiene:

			[image: ]

			La ecuación (6.3.1.6) se simplifica para obtener:

			[image: ]

			El coeficiente kg que se relaciona con la resistencia a la difusión del componente A desde el seno del gas hasta la superficie de la partícula depende de diferentes factores, los cuales incluyen la velocidad del gas vg, la fracción molar de A en el gas xa, la viscosidad [image: ] del gas, el coeficiente de difusión de A en el gas Dg y el tamaño de la partícula. El efecto conjunto de estos factores se evalúa mediante diferentes correlaciones empíricas, donde una de las más frecuentemente utilizadas es:

			[image: ]

			A partir de la ecuación (6.3.1.8.) se obtiene:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			Sustituyendo la ecuación (6.3.1.9.) en la ecuación (6.3.1.7.), se obtiene:

			

			[image: ]

			donde R representa el radio inicial de la partícula. La integral que aparece en el lado izquierdo no puede ser resuelta de forma exacta, siendo necesaria la aplicación de técnicas numéricas de integración o la obtención de soluciones analíticas aproximadas (Dagastine et al., 2002; Reichl, 2016). En el segundo caso se pueden obtener dos soluciones aproximadas, dependiendo de los valores relativos de las constantes A1 y A2, las cuales son:

			[image: ]

			A partir de las ecuaciones (6.3.1.13.) y (6.3.1.14.) se obtiene el tiempo de reacción total como una función del radio inicial de la partícula:

			[image: ]

			6.3.2. Reacción química como etapa controlante de la velocidad

			Cuando el paso más lento es la reacción química, se obtiene una ecuación igual al fenómeno equivalente en el caso de partículas de tamaño constante, de tal manera que:

			[image: ]

			donde el tiempo total de reacción estará dado por:

			[image: ]

			6.4. Estimación del tiempo total de la reacción

			El tiempo total de la reacción se estima como la suma de los tiempos estimados considerando las diferentes etapas controlantes de la velocidad. En este caso, para partículas de tamaño constante se obtiene la siguiente relación no dimensional:

			

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			En la Figura 6.4.1. se muestran los comportamientos predichos del tiempo de reacción vs. el volumen del núcleo sin reaccionar, expresado de forma no dimensional de acuerdo con la ecuación (6.4.1.) para diferentes valores del parámetro [image: ].

			[image: ]

			Figura 6.4.1. Comportamiento del tiempo de reacción T respecto al volumen del núcleo sin reaccionar x, para partículas de tamaño constante

			Notas: (__ : ? = 0.8; _ _ _: ? = 0.5; ____: ? = 0.8)

			Fuente: elaboración propia.

			

			Para partículas que disminuyen de tamaño se tendrá:

			[image: ]

			En la Figura 6.4.2. se muestra el comportamiento del tiempo de reacción respecto al tamaño del núcleo sin reaccionar cuando la partícula disminuye de tamaño con el tiempo.

			[image: ]

			Figura 6.4.2. Comportamiento del tiempo de reacción respecto al tamaño del núcleo sin reaccionar para partículas que disminuyen de tamaño considerando [image: ] 

			Notas: ____: [image: ]

			Fuente: elaboración propia.

			

			6.5. Influencia de la rugosidad de la partícula sobre la cinética de la reacción

			Como se ha analizado en los epígrafes anteriores, la velocidad de las reacciones heterogéneas depende significativamente del área superficial específica de la partícula, donde las expresiones que fueron obtenidas para describir la cinética de la reacción se basaron en considerar que las partículas tienen forma esférica. 

			Recordando los aspectos presentados en el Capítulo 2, la rugosidad presente en la superficie de las partículas incide sobre el área superficial específica, incrementando su valor, por lo que es de esperar que la dimensión fractal de la superficie incida de forma significativa sobre la cinética de la reacción. En este contexto, conviene obtener expresiones que permitan estimar cómo influye este factor sobre la velocidad de la reacción. 

			Para realizar esta estimación se va a considerar que las partículas son esféricas con superficies rugosas donde el área superficial específica está dada por:

			[image: ]

			donde as,f representa el área fractal específica (Capítulo 2), definida como la relación entre el área de la superficie rugosa y el área de la partícula esférica lisa, y que se determina como:

			[image: ]

			donde hmax/hmin es la relación entre la altura máxima y mínima de las heterogeneidades observadas en la superficie de la partícula y f es la dimensión fractal de la línea irregular que se obtiene como resultado de la intersección de la superficie de la partícula con un plano perpendicular a esta. Por otra parte, la rugosidad no afecta de forma significativa el volumen de la partícula, entonces:

			[image: ]

			Con estas consideraciones, el área superficial específica fractal de la partícula se introduce como un factor de corrección en las ecuaciones correspondientes, obteniendo: 

			Para reacciones heterogéneas con impurezas sólidas que no reaccionan y productos sólidos, el tamaño de la partícula puede considerarse constante en el tiempo, con las siguientes estimaciones:

			

			Cuando la difusión a través del gas se considera como el paso más lento:

			[image: ]

			cuando controla la difusión a través de la ceniza:

			[image: ]

			mientras que cuando controla la reacción química:

			[image: ]

			El tiempo de reacción respecto al tamaño del núcleo sin reaccionar se puede estimar a través de la relación:

			[image: ]

			El tiempo de reacción total es: 

			[image: ]

			En partículas perfectamente lisas asf es igual a la unidad, mientras que en el caso de las rugosas este factor se incrementa respecto a 1, lo que indica que la rugosidad causa una disminución en el tiempo de reacción total para el mismo tamaño de partícula.

			En ausencia de impurezas sólidas y productos gaseosos, el tamaño de la partícula disminuye con el tiempo y las ecuaciones que se obtienen son:

			Cuando el paso más lento es la difusión a través del gas:

			

			[image: ]

			donde A1 y A2 están dados por las ecuaciones (6.3.1.10.) y (6.3.1.11.), respectivamente. 

			Cuando controla la reacción química:

			[image: ]

			El comportamiento del tiempo de reacción respecto al tamaño de partícula se puede estimar como:

			[image: ]

			El tiempo total de reacción está dado por:

			[image: ]

			En las Figuras 6.5.1., 6.5.2. y 6.5.3., respectivamente, se muestra el comportamiento del tiempo total de reacción respecto al tamaño inicial de la partícula tomando como parámetro la dimensión fractal que caracteriza la superficie, donde se ha considerado que el tamaño de la partícula es constante en el tiempo y los dos casos correspondientes a partículas que disminuyen de tamaño respecto al tiempo.

			Al incrementarse la dimensión fractal disminuye el tiempo de reacción para un mismo tamaño de partícula. Esto se explica debido a que un incremento de la dimensión fractal en la superficie de la partícula implica un incremento en la magnitud de las heterogeneidades y el área superficiales específica. Dado que la velocidad de la reacción es proporcional a este último parámetro, es de esperar que el tiempo de reacción total disminuya.

			

			[image: ]

			Figura 6.5.1. Comportamiento del tiempo total de reacción respecto al tamaño de la partícula considerando como parámetro la dimensión fractal f de la superficie de la partícula cuando el tamaño de la partícula es constante

			Fuente: elaboración propia.

			[image: ]

			Figura 6.5.2. Comportamiento del tiempo total de reacción respecto al tamaño de la partícula considerando como parámetro la dimensión fractal f de la superficie de la partícula cuando el tamaño de la partícula disminuye con el tiempo

			Fuente: elaboración propia.

			

			[image: ]

			Figura 6.5.3. Comportamiento del tiempo total de reacción respecto al tamaño de la partícula considerando como parámetro la dimensión fractal f de la superficie de la partícula cuando el tamaño de la partícula disminuye con el tiempo

			Fuente: elaboración propia. 

			6.6. Ejercicios

			
					Explique la diferencia entre quimisorción y una reacción heterogénea. ¿Es posible aplicar el modelo del núcleo sin reaccionar para describir la cinética de la quimisorción?

					En un experimento en el cual el tamaño de la partícula permanece constante, se encontró que el tiempo de reacción es proporcional al tamaño de la partícula. ¿Cuál es la etapa controlante de la velocidad y por qué? 

					Explique cómo influye el área superficial específica y la dimensión fractal sobre la velocidad de una reacción heterogénea en la cual el tamaño de la partícula disminuye con el tiempo.

					Deduzca una expresión para estimar la evolución del tamaño de partícula respecto al tiempo para una reacción heterogénea en la cual la concentración de impurezas sólidas puede ser despreciable y todos los productos de la reacción son gaseosos, si la etapa más lenta es la difusión a través del gas y se conoce que la constante de difusión depende del tamaño de la partícula de acuerdo con la relación Dg = D0.rn donde n es menor que la unidad. Respuesta: [image: ]

			

		

		

	
		

		
			Capítulo 7.

			Estudio de las superficies sólidas mediante el formalismo de la química cuántica

			Las propiedades químicofísicas de las superficies sólidas dependen, en última instancia, de la composición química y de la estructura molecular de los elementos que la componen. Este aspecto se manifiesta en aquellos procesos de adsorción, quimisorción y catálisis heterogénea, en donde las fuerzas de Van der Waals definen la afinidad de diferentes sustancias químicas por determinados tipos de superficies.

			Desde el punto de vista teórico, el valor de las fuerzas de Van der Waals, así como la eficiencia de estos procesos, pueden ser predichos mediante el formalismo de la química cuántica, lo que permite el diseño de productos químicos y superficies que, en última instancia, permitan incrementar la eficiencia de los procesos de adsorción.

			Este capítulo presenta una introducción al formalismo aplicable para realizar este tipo de análisis teórico. El contenido está dividido en cuatro secciones fundamentales. 

			En la primera, se abordan los fundamentos de la química cuántica. La segunda detalla la metodología para estimar la distribución electrónica de las moléculas. Esto se basa en la formación de orbitales moleculares que se escriben como una combinación lineal de los orbitales atómicos de valencia de los átomos que forman la molécula. La tercera trata sobre la distribución electrónica en sólidos cristalinos. Se enfoca en la formación de orbitales del cristal, obtenidos al considerar la estructura molecular y la simetría de traslación. Finalmente, en la cuarta, se ilustra cómo determinar las fuerzas de Van der Waals que definen las interacciones a nivel molecular entre una sustancia y la superficie de un sólido cristalino.

			7.1. Fundamentos básicos de la mecánica cuántica

			En teorías anteriores de la física clásica, la energía era tratada únicamente como un fenómeno continuo, en tanto que la materia se supone que ocupa una región muy concreta del espacio y que se mueve de manera continua. Sin embargo, a finales del siglo XIX y principios del XX fueron analizados una serie de fenómenos, tales como el espectro de radiación del cuerpo negro, la difracción de la luz y el efecto fotoeléctrico, entre otros, que evidenciaron que la física clásica no es aplicable a la descripción de fenómenos que tienen lugar a escala de átomos y moléculas. Para poder explicar estos fenómenos fue necesario desarrollar una nueva física, conocida como la mecánica cuántica (Ortiz del Toro y Pérez, 2016; Tao, 2010).

			

			La mecánica cuántica se basa en la observación de que todas las formas de energía se liberan en unidades discretas o paquetes llamados cuantos. Esta teoría plantea que solo es posible realizar cálculos probabilísticos o estadísticos de las características observadas de las partículas elementales, entendidos en términos de funciones de onda, las cuales se obtienen a partir de la solución de la ecuación de Schrödinger, la cual es equivalente a las leyes de Newton y la conservación de la energía en la mecánica clásica. Concretamente, la mecánica cuántica establece que la predicción del comportamiento futuro de un sistema dinámico puede ser predicho a partir de la solución de una ecuación de onda, de donde se obtiene una función de onda [image: ] y el comportamiento de las propiedades del sistema. La función de onda asociada al comportamiento de una partícula depende de las coordenadas espaciales y del tiempo, y se encuentra relacionada con la probabilidad P de que la partícula en cuestión se encuentre en la posición (x,y,z) al tiempo t, la cual se define como:

			[image: ]

			donde V es el volumen del sistema y [image: ]* es el conjugado complejo de la función de onda, que en principio puede involucrar valores imaginarios.

			Mientras que en la mecánica clásica los estados de un sistema se caracterizan a través de variables que se pueden observar directa o indirectamente, en la mecánica cuántica se identifican a través de operadores M, de tal manera que el valor observable se determina a través de la solución de la integral:

			[image: ]

			En la Tabla 7.1.1. se muestran los operadores correspondientes a las variables que se emplean con mayor frecuencia para describir el estado del sistema.

			
				
					[image: ]
				

			

			

			Si dos operadores A y B conmutan, se cumple que:

			[image: ]

			Ambos tienen asociada una misma función de onda de forma simultánea, y por tanto las variables a y b se pueden medir de forma simultánea. Si la propiedad de conmutación no se cumple y si el valor de una de las variables se conoce con exactitud, el valor de la otra variable solo se puede conocer de forma probabilística, es decir, existe una inexactitud inherente a determinar su valor, lo que se conoce como principio de indeterminación de Heisenberg (Dagastine et al., 2002; Parsegian, 2005; Pashley y Karaman, 2021).

			Por ejemplo, una partícula cuyo estado se describe a través de la función de onda:

			[image: ]

			Para este sistema se requiere conocer si es posible conocer la posición y el momento (velocidad) de forma simultánea. A partir de la definición de los operadores correspondientes a estas variables se obtiene:

			[image: ]

			

			dado que:

			[image: ]

			entonces ambas variables no pueden ser determinadas con exactitud de forma simultánea.

			La probabilidad de encontrar la partícula en un sistema de longitud L = 2 estará determinada por:

			[image: ]

			y de encontrar a la partícula en una posición entre 0 y L = 0.4:

			[image: ]

			7.1.1. Ecuación de Schrodinger para una partícula libre

			La función de onda para una partícula, cuyo estado se define a través de la energía, se determina a través de la solución de la ecuación de Schrödinger (ES), que en estado estacionario está dada por:

			[image: ]

			Siendo [image: ] el valor de la energía. Para una partícula que se mueve libremente en una sola dirección el hamiltoniano, se escribe:

			[image: ]

			la ES se corresponde con la ecuación diferencial:

			[image: ]

			sujeta a las condiciones de contorno:

			[image: ]

			Donde la energía de la partícula está expresada en unidades atómicas, las cuales se presentan en la Tabla 7.1.1.1.

			
				
					[image: ]
				

			

			

			Al resolver la ecuación diferencial con las condiciones de contorno establecidas se obtiene:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			donde C es una constante de integración que determina que la probabilidad de que la partícula se encuentre en el intervalo entre 0 y L está dada por:

			[image: ]

			de tal manera que:

			[image: ]

			En las Figuras 7.1.1.1., 7.1.1.2. y 7.1.1.3. se muestra el comportamiento de la distribución probabilidad, la probabilidad acumulativa y la energía de la partícula libre.

			

			[image: ]

			Figura 7.1.1.1. Comportamiento de la distribución de probabilidad de encontrar la partícula en la posición x para diferentes niveles de energía, donde el número de máximos que se observan es igual a n

			Fuente: elaboración propia.

			[image: ]

			Figura 7.1.1.2. Comportamiento de la probabilidad acumulativa de encontrar la partícula

			Fuente: elaboración propia. 

			[image: ]

			

			Figura 7.1.1.3. Comportamiento de los niveles de energía

			Fuente: elaboración propia. 

			La energía toma valores cuantizados, mientras que la probabilidad de encontrar la partícula en una posición dada muestra un comportamiento ondulatorio.

			7.2. Distribución electrónica en los átomos

			La distribución electrónica en los átomos se determina considerando que los electrones se distribuyen por pares, con espines antiparalelos, en orbitales atómicos que tienen diferentes energías, y donde cada orbital tiene asociada una función de onda que se determina a partir de la solución de la ES. El hamiltoniano para este sistema involucra los siguientes términos:

			
					La energía cinética de los electrones [image: ]

					La energía potencial de atracción entre los electrones y el núcleo [image: ]

					La repulsión de Pauli que existe entre los electrones [image: ] :

			

			[image: ]

			y la ES se escribe:

			[image: ]

			La función de onda [image: ]elec es una función de 3n variables independientes, donde n es el número total de electrones, y puede ser expresada como el producto de las funciones de onda correspondientes a cada uno de los orbitales atómicos:

			[image: ]

			Los electrones se distribuyen en los orbitales atómicos siguiendo el siguiente principio:

			
					La distribución de electrones se lleva a cabo desde los niveles de menor energía a los niveles de mayor energía.

					En cada nivel orbital atómico solo pueden existir dos electrones con espines antiparalelos.

					En los niveles de energía en los cuales existen varios orbitales atómicos (orbitales degenerados), la distribución de electrones se lleva a cabo colocando un electrón en cada orbital hasta completar todos los orbitales, mientras que los electrones restantes se distribuyen en los orbitales semillenos con espines antiparalelos.

			

			

			La ES solamente tiene solución analítica exacta para los átomos en los cuales solo hay un electrón (átomos hidrogenoides) donde la ES se escribe con base en las coordenadas esféricas. Esta solución general está dada por:

			[image: ]

			siendo [image: ] la parte radial y [image: ] la parte angular; n representa el número cuántico principal, l es el número cuántico azimutal, que cuantifica el momento angular orbital total y m es el número cuántico magnético, que cuantifica el componente del momento angular a lo largo del eje polar.

			La parte angular se expresa como:

			[image: ]

			donde [image: ] se conocen como polinomios de Legender. Nótese que para cada número cuántico principal existe un conjunto de 2n-1 orbitales atómicos, los cuales se identifican mediante letras s,p,d,f, de acuerdo con el valor de l = 0, 1, 2. Esta solución y la forma de los orbitales atómicos correspondientes se muestran en las Tablas 7.2.1. A y B y en las Figuras 7.2.1. A y B, respectivamente.

			

			Tabla 7.2.1.A. Orbitales atómicos hidrogenoides, parte angular

			
				
					[image: ]
				

			

			

			Tabla 7.2.1.B. Orbitales atómicos hidrogenoides, parte radial

			
				
					[image: ]
				

			

			[image: ]

			[image: ]

			

			[image: ]

			Figura 7.2.1.A. Parte angular de los orbitales atómicos hidrogenoides

			Fuente: elaboración propia.

			[image: ]

			Figura 7.2.1.B. Parte angular de los orbitales atómicos hidrogenoides

			Fuente: elaboración propia. 

			Cuando existe más de un átomo en el sistema, es necesario aplicar métodos aproximados de solución, ya que la presencia del término potencial impide que se pueda resolver la ecuación por el método de separación de variables. Han sido propuestos varios métodos, donde las limitaciones están determinadas por las consideraciones establecidas. Estos métodos se basan en dividir el hamiltoniano en dos términos: uno que se relaciona con la energía cinética y otro que se relaciona con la energía potencial, donde este último se relaciona con el potencial de atracción entre los electrones y el núcleo y con la repulsión entre los electrones. El procedimiento por seguir consta de los siguientes pasos generales:

			

			Suponer las funciones de onda de los orbitales atómicos.

			A partir de las funciones de onda supuestas se determina el término relacionado con la energía potencial.

			Se soluciona la ES por el método de separación de variables y se comparan los orbitales atómicos obtenidos con los supuestos. En caso de que la diferencia exceda el mínimo establecido, los orbitales calculados se consideran como supuestos y se retorna al paso 1.

			Las funciones de onda forman el conjunto de funciones base. Entre las funciones base que se emplean con mayor frecuencia, se encuentran los orbitales hidrogenoides, los orbitales de Slater y las funciones gaussianas, entre otras (Baleanu et al., 2023; Reichl, 2016; Ross y Morrison, 1988; Yang y Zhang, 2019).

			Para los sistemas formados por varios electrones, se aplica el principio del método variacional, el cual da una solución equivalente a la de la solución exacta de la ES, la cual se expresa a través de un desarrollo en serie que involucra infinitos términos. El método variacional puede ser adaptado a una función de onda aproximada. Este método considera que para la solución exacta, cualquier variación aplicada en el sistema debe cumplir con la condición:

			[image: ]

			Si ahora se especifica una función de onda aproximada que es función de un conjunto de parámetros c1, c2, ...

			[image: ]

			donde [image: ]n representa a un conjunto de funciones base, entonces:

			

			[image: ]

			Las funciones base son linealmente independientes, en el sentido de que ninguna de estas puede ser obtenida como una combinación lineal de las anteriores. El método variacional constituye la base para desarrollar diferentes métodos para estimar las funciones de onda electrónicas aproximadas en la teoría de los orbitales moleculares. Este indica que la solución de la ES es aquella función de onda que minimiza el valor de la energía.

			7.3. Distribución electrónica en las moléculas

			En el formalismo de la mecánica cuántica, las moléculas son visualizadas como un conjunto de átomos enlazados entre sí a través de orbitales moleculares, donde la función de onda asociada a cada uno se relaciona con la probabilidad de encontrar a un electrón en un espacio determinado.

			La ES correspondiente a una molécula se escribe de la forma:

			[image: ]

			donde el primer término representa la energía cinética de los núcleos, el segundo, el potencial de repulsión entre los núcleos, el tercero, la energía cinética de los electrones, el cuatro, el potencial de repulsión de los electrones, y el quinto término representa la energía potencial de atracción entre los electrones y los núcleos.

			Todos los métodos de solución de esta ecuación se basan en la aproximación de Born Oppenheimer (ABO), que considera que los núcleos se mueven con menor velocidad respecto a los electrones, por lo que la solución de la ES puede ser dividida en dos partes, en diferentes posiciones posibles de los núcleos y para cada una se resuelve la ES calculando las posiciones de los electrones. Esto implica que de la ES se eliminan los términos relacionados con la energía cinética de los núcleos y las repulsiones entre estos, a partir de lo cual se obtiene el hamiltoniano electrónico:

			[image: ]

			y la ES se escribe:

			

			[image: ]

			donde la energía total del sistema para cada una de las posiciones especificadas se determina como:

			[image: ]

			La aproximación final corresponde a la menor energía, por lo que desde el punto de vista práctico la obtención de la distribución electrónica de una molécula se relaciona con la aplicación de métodos numéricos de optimización y la necesidad del empleo de computadoras para su implementación. La rama de la química teórica que se dedica al desarrollo e implementación de estos métodos de cálculo se conoce como química computacional.

			7.4. Orbitales moleculares expresados como combinación lineal de orbitales atómicos

			Aunque la forma de los orbitales moleculares puede, en principio, ser obtenida a partir de la solución de las ecuaciones diferenciales, resulta razonable relacionar a estos con los orbitales atómicos que componen a la molécula en cuestión.

			La manera más expedita de establecer esta relación consiste en expresar los OM [image: ]i como una combinación lineal de los OA, lo que se conoce como CLOA (Combinación Lineal de Orbitales Atómicos), donde la idea se basa en determinar los valores de los coeficientes cij correspondientes a cada orbital molecular.

			El método de Hartree-Fock ha sido implementado expresando los orbitales moleculares como una combinación lineal de orbitales atómicos, lo cual permite relacionar las propiedades de las moléculas con las de los átomos constituyentes.

			Cada orbital molecular puede ser expresado como:

			[image: ]

			donde [image: ]j expresa una función atómica real. Debido a que los orbitales moleculares forman una combinación ortonormal, se debe cumplir con la condición:

			[image: ]

			

			La precisión con que se obtiene la solución del problema depende de la cantidad de orbitales atómicos considerados, donde se definen los siguientes conjuntos de orbitales atómicos:

			Conjunto mínimo: considera todos los orbitales atómicos correspondientes a todos los átomos que se encuentran en el sistema.

			Conjunto mínimo extendido: considera el conjunto mínimo más otros orbitales que puedan asociarse a los átomos.

			Conjunto base de valencia: considera exclusivamente los orbitales de valencia pertenecientes a cada uno de los átomos.

			La energía electrónica total se puede escribir en términos de integrales que se realizan sobre los orbitales atómicos. Un orbital molecular puede ser escrito como:

			[image: ]

			definiendo:

			[image: ]

			entonces:

			[image: ]

			Para las integrales de Coulomb e intercambio se define:

			[image: ]

			Estas integrales se determinan como:

			[image: ]

			La energía electrónica total se determina como:

			[image: ]

			

			donde:

			[image: ]

			y E es una función cuadrática de los elementos de la matriz de densidad. La idea consiste en aplicar un método matemático que permita determinar los valores de las constantes uv, los cuales deben ser óptimos (minimizar el valor de la energía) y autoconsistentes.

			Para la solución de la ecuación anterior, resulta útil la forma:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			lo que se conoce como las ecuaciones de Roothaan, son ecuaciones cúbicas en relación con su dependencia de los coeficientes, lo cual es una consecuencia de que el potencial que experimenta un electrón depende del número y distribución del resto que componen el sistema y esto implica el uso de métodos iterativos para su solución.

			Las ecuaciones anteriores pueden ser expresadas de forma matricial:

			[image: ]

			donde [image: ] es una matriz diagonal cuyos componentes son los valores de [image: ]. 

			Si se aplica la siguiente transformación a las matrices:

			[image: ]

			Entonces los elementos de la matriz [image: ] se determinan a través de las raíces de la ecuación determinante:

			[image: ]

			Los valores más bajos de las raíces corresponden con los orbitales moleculares ocupados. Para cada raíz se determina el valor de los coeficientes mediante el conjunto de ecuaciones lineales:

			

			[image: ]

			La matriz de los coeficientes se determina como:

			[image: ]

			Es necesaria una iteración que consiste en suponer el valor de los coeficientes, calcular los elementos de la matriz, y determinar los coeficientes calculados. Si los valores calculados son diferentes a los asumidos, se toman entonces como asumidos y se repite todo el procedimiento hasta que la diferencia entre ambos se encuentre por debajo del error máximo establecido.

			Una vez que se produce la determinación de los orbitales moleculares, se procede al llenado, a partir de las siguientes reglas:

			
					Por orden creciente del nivel de energía: se llenan antes los orbitales enlazantes que los antienlazantes, siguiendo un orden creciente de energía. La molécula tenderá a rellenar los orbitales, de manera que la situación energética sea favorable.

					Siguiendo el principio de exclusión de Pauli: cuando se forman los orbitales moleculares estos podrán albergar como máximo dos electrones, teniendo estos espines distintos.

					Aplicando la regla de máxima multiplicidad de Hund: los orbitales moleculares degenerados (con el mismo nivel de energía) tienden a repartir los electrones desapareándolos al máximo (espines paralelos). Esto sucede para conseguir orbitales semi llenos que son más estables que una subcapa llena y otra vacía debido a las intensas fuerzas repulsivas entre los electrones. Gracias a ello se pueden explicar propiedades de ciertas moléculas como el paramagnetismo del oxígeno molecular (el orbital más externo de la molécula tiene electrones desapareados que interaccionan con un campo magnético).

			

			Una vez que los electrones de valencia se distribuyen entre los orbitales moleculares asociados a la molécula en cuestión es importante distinguir dos tipos: los moleculares HOMO, que representan los orbitales ocupados que presentan la mayor energía, y los moleculares LUMO que se corresponden con los orbitales no ocupados que tienen la menor energía. Si la molécula es irradiada con luz de una longitud de onda apropiada se produce el paso de un electrón desde un orbital HOMO a un orbital LUMO, dando lugar a un estado excitado. La diferencia de energía entre los orbitales LUMO y HOMO es la energía de la banda prohibida.

			

			La aplicación práctica de este método se basa en los siguientes pasos:

			1. El número de orbitales moleculares es igual al número de orbitales atómicos de valencia:

			[image: ]

			donde el número de electrones a distribuir en los orbitales moleculares es igual a la suma de todos los electrones disponibles en los orbitales de valencia correspondientes a cada uno de los átomos.

			2. Se toma en cuenta la geometría de los orbitales atómicos, solamente pueden combinarse los orbitales atómicos que presenten la misma simetría.

			3. Se determina la energía de los orbitales atómicos [image: ]:

			[image: ]

			y las energías de enlace correspondientes a los orbitales atómicos que pueden combinarse por simetría:

			[image: ]

			Se construye la matriz secular:

			[image: ]

			La matriz secular es simétrica, donde los elementos de la diagonal corresponden a la energía de los orbitales atómicos de valencia y los elementos fuera de la diagonal corresponden a las energías del enlace entre los orbitales atómicos.

			La construcción de la matriz secular se simplifica de forma significativa si se toma en consideración de forma conjunta la topología de la molécula y la teoría de los enlaces de valencia, donde esta última supone la formación de enlaces localizados en la molécula. En este caso, la hibridación de orbitales se visualiza a través de un orbital atómico híbrido que se expresa como una combinación lineal de los orbitales correspondientes. Por otra parte, la combinación de la teoría cuántica y la de los enlaces de valencia permite asociar cada uno de los enlaces localizados con dos orbitales moleculares, uno enlazante (con energía de enlace negativa) y otro anti enlazante (con energía de enlace positiva). En la Tabla 7.4.1. se muestran las funciones de onda de los orbitales moleculares híbridos, así como la geometría correspondiente, la cual se ilustra en la Figura 7.4.1.

			

			Tabla 7.4.1. Funciones de onda y geometría de los orbitales híbridos formados a partir de la combinación lineal de los orbitales atómicos s y p
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			Fuente: elaboración propia.
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			Figura 7.4.1. Formas geométricas correspondientes a las diferentes hibridaciones de acuerdo con la teoría de los enlaces de valencia

			Fuente: elaboración propia. 

			

			Una vez construida la matriz secular, se determinan las energías y las funciones de onda de los orbitales moleculares. En este sentido, las energías se corresponden con los valores propios de la matriz, mientras que las funciones de onda de los orbitales moleculares se establecen a través del producto de los vectores propios de la matriz secular asociados a cada uno de los valores de energía [image: ] y el vector de los orbitales atómicos [image: ] correspondientes, de manera que el vector de los orbitales moleculares se determina como:

			[image: ]

			En las siguientes subsecciones se ilustra la aplicación de este método en moléculas sencillas.

			7.4.1. Moléculas diatómicas con enlace sigma

			El caso que se analiza corresponde a una molécula diatómica del tipo AB, donde el subíndice 1 se refiere al átomo A que presenta una capa de valencia s con un electrón desapareado y el subíndice 2 se refiere al átomo B, que también presenta una capa de valencia s con un electrón desapareado. La formación de un enlace molecular sigma se produce a través de la combinación de dos orbitales atómicos tipo s, correspondientes a cada uno de los orbitales atómicos de valencia considerados en los cuales se encuentra un electrón. La matriz secular se escribe de la forma:

			[image: ]

			donde [image: ]

			Los valores y vectores propios de esta matriz están dados por:

			[image: ]

			

			Ya que el orbital molecular 1 es el que tiene menor energía, los dos electrones disponibles se distribuyen en este orbital, de tal manera que la energía del enlace está dada por:

			[image: ]

			El orbital molecular correspondiente está dado por:

			[image: ]

			de tal manera que:

			[image: ]

			donde C es una constante de normalización, que considera que la probabilidad está determinada por

			[image: ]

			Tomando en cuenta que:

			[image: ]

			Tomando en cuenta la condición de normalización se obtiene:

			[image: ]

			La densidad de carga relacionada con el enlace covalente, que expresa en qué medida se comporta la densidad de electrones sobre cada uno de los átomos; para la molécula se escribe:

			[image: ]

			se determina a partir de la función de probabilidad, donde:

			[image: ]

			

			Para el orbital molecular 2 se encuentra:

			[image: ]

			es un orbital antienlazante, donde:

			[image: ]

			Ya que es necesario distribuir dos electrones, y estos ya se colocaron en el orbital de menor energía, que es un orbital enlazante, entonces el orbital anti enlazante estará vacío.

			Si se toman como punto de partida dos átomos en los cuales la capa de valencia tipo s está ocupada por 2 electrones con espines antiparalelos, se obtienen los mismos orbitales moleculares, pero esta vez es necesario distribuir cuatro electrones, dos del orbital enlazante y dos del antienlazante. La energía de enlace en este caso se determina como:

			[image: ]

			Lo que indica que estos dos átomos no pueden enlazarse entre sí para formar una molécula.

			7.4.2. Enlaces dobles y triples en moléculas diatómicas

			Las moléculas del tipo An, donde los electrones de valencia del átomo A se encuentran en los orbitales s y p, se caracterizan porque pueden formar enlaces dobles y triples, respectivamente, en dependencia de los electrones desapareados correspondientes a los átomos individuales. El enlace doble se produce cuando en la capa de valencia del átomo A presenta la distribución electrónica:

			[image: ]

			tal y como ocurre en el átomo de oxígeno. Para la representación del doble enlace se va a considerar la hibridación sp2, donde los orbitales híbridos se forman por la combinación de 1 orbital s y 2 orbitales p, de tal manera que los 6 electrones de valencia de cada átomo se distribuyen entre 3 orbitales sp2 y un orbital px, que se orienta de forma perpendicular al segmento que une los átomos A en la molécula. La distribución se establece:

			

			[image: ]

			En la molécula A2 los orbitales híbridos sp2 (l) correspondientes a cada uno de los átomos se enlazan para formar un enlace [image: ], mientras que los orbitales px (p) se combinan para formar un orbital [image: ] perpendicular al primero, de acuerdo con la siguiente ilustración:

			[image: ]

			donde los orbitales atómicos considerados son:

			[image: ]

			donde se tendrán 4 electrones que deben distribuirse en los 4 orbitales moleculares, 2 enlaces [image: ] y [image: ] enlazantes y 2 enlaces [image: ]* y [image: ]* antienlazantes que deben formarse. Considerando que los orbitales atómicos son ortonormales se obtiene la matriz secular:

			[image: ]

			donde [image: ]s,i es la energía del orbital atómico híbrido sp2, [image: ]p,i la energía del orbital atómico p, [image: ] es la energía del enlace entre los orbitales híbridos sp2 asociada al enlace [image: ] y [image: ] es la energía de enlace de los dos orbitales atómicos p asociada al enlace [image: ]. 

			

			A partir de los valores y vectores propios de la matriz [image: ] se obtienen los orbitales moleculares y los valores de energía correspondientes:

			[image: ]

			Comparando las energías de los orbitales moleculares obtenidos:

			[image: ]

			por lo tanto, la distribución de electrones en la molécula es:

			[image: ]

			donde la energía de enlace está dada por:

			[image: ]

			

			El enlace triple se produce cuando en la capa de valencia del átomo A presenta la distribución electrónica:

			[image: ]

			existiendo tres electrones desapareados (por ejemplo, el átomo de nitrógeno). La formación del triple enlace se puede representar a través de la formación de dos enlaces híbridos sp:

			[image: ]

			Los dos orbitales sp correspondientes a cada uno de los átomos se combinan para formar un enlace [image: ], mientras que los orbitales atómicos px y py se enlazan para formar dos enlaces [image: ] perpendiculares entre sí. La matriz secular [image: ] se escribe entonces:

			[image: ]

			donde el vector correspondiente a los orbitales atómicos está dado por:

			[image: ]

			Debiendo producirse la formación de 6 orbitales moleculares, de 1 enlace [image: ] y dos enlaces [image: ] enlazantes y 1 enlace [image: ]* y dos enlaces [image: ]* anti enlazantes. Estos orbitales moleculares y los correspondientes valores de energía se determinan a partir de los vectores y los valores propios, respectivamente, de la matriz [image: ]:

			

			[image: ]

			La distribución de los 6 electrones en los orbitales moleculares se determina como:

			[image: ]

			donde la energía del triple enlace se estima:

			[image: ]

			donde [image: ] representa la traza de la matriz [image: ].

			

			Los electrones en los enlaces moleculares tipo [image: ] se encuentran deslocalizados en la molécula. La deslocalización electrónica, en física y en química, es el fenómeno que se produce cuando uno o varios electrones que no están asociados a un solo átomo o enlace covalente pueden distribuirse o moverse entre varios centros (por ejemplo, átomos en una molécula, iones o metales). El término deslocalización es general y puede tener significados ligeramente diferentes en distintos campos. En química orgánica, el término deslocalización está asociado a la resonancia en sistemas conjugados y aromáticos. En física del estado sólido, el término se refiere a los electrones libres que facilitan la conductividad eléctrica.

			De acuerdo con la mecánica cuántica, todos los electrones de un sistema son equivalentes e indistinguibles, y carecen de trayectoria, de forma que no es estrictamente correcto decir que en una molécula hay N pares de electrones localizados y m electrones itinerantes o deslocalizados. Sin embargo, el concepto de deslocalización electrónica es muy útil para describir y racionalizar cierto tipo de sistemas, tales como las estructuras electrónicas de las sustancias sólidas, como se verá más adelante. Las estructuras metálicas consisten en cationes alineados en un “mar” de electrones deslocalizados. Esto significa que los electrones se mueven libremente a través de toda la estructura, dando lugar a propiedades como la conductividad.

			En el diamante, los cuatro electrones de la capa de valencia de cada átomo de carbono están localizados entre los átomos en un enlace covalente. El movimiento de los electrones es restringido y por lo tanto el diamante no conduce la electricidad. Sin embargo, en el grafito, cada átomo de carbono utiliza únicamente tres de sus cuatro electrones de valencia para enlazarse de manera covalente con otros tres carbonos que se encuentran sobre el plano. Cada átomo de carbono contribuye con un electrón para dar lugar a un sistema de deslocalización que es también parte del enlace químico. Los electrones deslocalizados se pueden mover a través de todo el plano, por lo que el grafito sí conduce la electricidad a través del plano formado por los átomos de carbono, pero no conduce en dirección perpendicular al plano.

			7.5. Orbitales moleculares en sólidos cristalinos

			Los métodos anteriormente discutidos para obtener los orbitales moleculares en las moléculas pueden también ser empleados para obtener los orbitales que describen la distribución electrónica en sustancias sólidas cristalinas.

			Los sólidos presentan una estructura molecular organizada, donde la estructura más pequeña que describe la disposición de los núcleos se denomina celda unitaria, de tal manera que la estructura cristalina puede ser representada como una repetición periódica de esta celda unitaria (Figura 7.5.1). Esta repetición periódica de la celda elemental o celda unitaria le confiere propiedades de simetría de traslación a la estructura molecular del cristal.

			

			[image: ]

			Figura 7.5.1. Visualización de la estructura molecular de un sólido cristalino, la cual se expresa a través de una repetición periódica de una celda unitaria

			Fuente: elaboración propia. 

			7.5.1. Teoría de bandas

			La teoría de bandas está basada en la mecánica cuántica y procede de la teoría de los orbitales moleculares (TOM). Se considera el enlace metálico como un caso extremo del enlace covalente, en el que los electrones de valencia son compartidos de forma conjunta y simultánea por todos los cationes. Desaparecen los orbitales atómicos y se forman orbitales moleculares con energías muy parecidas, tan próximas entre ellas que todos en conjunto ocupan lo que se denomina una “banda de energía”.

			Aunque los electrones van llenando los orbitales moleculares en orden creciente de energía, estas son tan próximas que pueden ocupar cualquier posición dentro de la banda. La banda ocupada por los orbitales moleculares con los electrones de valencia se llama de valencia, mientras que la banda formada por los orbitales moleculares vacíos se llama de conducción. A veces, ambas bandas se solapan energéticamente hablando. Este modelo explica bastante bien el comportamiento eléctrico no solo de las sustancias conductoras, sino también de las semiconductoras y las aislantes.

			

			En los metales, sustancias conductoras, la banda de valencia se solapa energéticamente con la banda de conducción que está vacía, disponiendo de orbitales moleculares vacíos que pueden ocupar con un mínimo aporte de energía, es decir, que los electrones están casi libres pudiendo conducir la corriente eléctrica. En los semiconductores y en los aislantes, la banda de valencia no se solapa con la de conducción. Hay una zona intermedia llamada banda prohibida. En los semiconductores, como el silicio (Si) o el germanio (Ge), la anchura de la banda prohibida no es muy grande y los electrones con suficiente energía cinética pueden pasar a la banda de conducción, por esa razón, los semiconductores conducen la electricidad mejor en caliente. Sin embargo, en los aislantes, la banda prohibida es tan ancha que ningún electrón puede saltarla. La banda de conducción está siempre vacía.

			La idea central + en la descripción de la estructura electrónica de los sólidos metálicos es que los electrones de valencia de cada átomo se distribuyen a través de toda la estructura. Este concepto se expresa, de una manera más formal, haciendo una simple extensión de la TOM, en la que el sólido se trata como molécula infinitamente larga. Estos principios se aplican a la descripción de sólidos no metálicos como los iónicos o los moleculares.

			El solapamiento de un gran número de orbitales atómicos conduce a un conjunto de orbitales moleculares que se encuentran muy próximos en energías y que forman virtualmente lo que se conoce como una banda. Estas se encuentran separadas entre sí mediante espacios energéticos a los que no les corresponde ningún orbital molecular. Los sólidos pueden clasificarse en tres grupos básicos de acuerdo con la capacidad de conducir la corriente eléctrica: aislantes, semiconductores y conductores. Para explicar estas propiedades a partir de la teoría de bandas, el modelo de cadena lineal debe ser extendido para considerar las tres dimensiones, donde las propiedades de los sólidos dependerán de la forma en que los electrones llenen las bandas disponibles.

			Cuando la longitud de la celda unitaria es relativamente grande, las bandas de energía se estrechan y se centran en los niveles atómicos de energía del tipo s y p. Sin embargo, cuando el espaciamiento reduce las bandas electrónicas se ensanchan hasta que estas se solapan entre sí. A cierta distancia de equilibrio, las bandas electrónicas que se encuentran en los niveles 2 y p se solapan y se separan de los orbitales atómicos más internos que tienen una menor energía. En este contexto, el hecho de que un sólido sea un metal o un no metal depende de tres factores fundamentales:

			

			La separación que exista entre las energías de los orbitales atómicos.

			El tamaño de la celda unitaria que representa la mínima estructura del sólido.

			El número de electrones que puede aportar cada átomo.

			En un aislante, las bandas electrónicas están completamente llenas o vacías, existiendo una región prohibida con un tamaño apreciable que se encuentra entre el nivel ocupado de mayor energía (banda de valencia) y el nivel vacío de menor de energía (banda de conducción). No se produce el solapamiento entre las bandas, y por lo tanto la banda de valencia se encuentra completamente ocupada por electrones que no pueden pasar a una banda de conducción.

			En los metales, la banda de valencia se encuentra parcialmente llena, y se solapa con la banda de conducción, de tal forma que los electrones se distribuyen sobre todo el metal en orbitales moleculares completamente deslocalizados. Los electrones se mueven de forma organizada bajo la acción de un campo eléctrico externo, donde la oposición a este movimiento se origina en el choque con los iones positivos que se encuentran en la estructura. Cuando se incrementa la temperatura se incrementan las vibraciones de las celdillas (distancia entre los núcleos), de manera que la conductividad eléctrica disminuye.

			Los semiconductores tienen una banda prohibida de tamaño pequeño, y los electrones pueden pasar fácilmente a la banda de conducción cuando su energía se incrementa debido al incremento de la temperatura o la absorción de luz de frecuencia apropiada.

			7.5.2. Modelo del electrón libre

			En este modelo, el sólido cristalino se visualiza a nivel molecular formado por una red de cationes entre los cuales se encuentran electrones que son capaces de moverse libremente. Los electrones experimentan un potencial nulo y se encuentran confinados dentro del espacio ocupado por el sólido. Para el caso unidireccional, la ecuación de Schrödinger se escribe:

			[image: ]

			la cual tiene como solución general:

			[image: ]

			

			La función de onda electrónica debe ser capaz de describir la simetría de traslación en la estructura cristalina, por lo que es necesario introducir condiciones de contorno que tomen en cuenta este aspecto. En la traslación dentro de un sistema lineal no se puede establecer la equivalencia entre el movimiento a la derecha (+x) y el movimiento a la izquierda (-x), pero es posible establecer esta equivalencia visualizando el sistema lineal como cíclico con perímetro L, de tal manera que un punto M en el sistema lineal se caracteriza a través de un ángulo en el sistema cíclico:

			[image: ]

			Las condiciones de contorno que representan la simetría de traslación se expresan de la forma:

			[image: ]

			Estas condiciones de contorno, conocidas como condiciones de Bohr-Von Karman, solo se satisfacen si

			[image: ]

			de tal manera que cualquier combinación lineal de las funciones degeneradas:

			[image: ]

			con energía:

			[image: ]

			constituye una solución del problema. Para pasar del sistema cíclico al sistema lineal, se considera:

			[image: ]

			Ya que se desprecian las repulsiones entre los electrones, estos se van llenando desde los niveles más bajos de energía tomando en cuenta la cantidad permitida en cada estado base. Así, para el valor de k igual a cero se admiten dos electrones con espines antiparalelos, mientras que para n diferente de cero se admiten cuatro electrones, dos con espines antiparalelos del lado negativo de k, y dos con espines antiparalelos del lado positivo de k. El nivel de mayor energía que se encuentra ocupado por electrones a una temperatura de 0 K es el nivel de Fermi (Figura 7.5.2.1.).

			

			[image: ]

			Figura 7.5.2.1. Distribución de los electrones en los diferentes niveles de energía de acuerdo con el modelo del electrón libre

			Fuente: elaboración propia. 

			Ya que el sistema es muy grande, los valores adyacentes de k se encuentran muy cercanos, de tal manera que el espectro de energía es muy denso y exhibe un comportamiento prácticamente continuo. Esto da origen a la banda de energía, dentro de la cual se encuentra el nivel de Fermi que distingue las zonas ocupadas y no ocupadas por los electrones.

			Para una temperatura T, la función que expresa la probabilidad de que los electrones se encuentren en un estado y tenga una energía E se describe a través de la distribución de Fermi-Dirac:

			[image: ]

			siendo [image: ] la energía correspondiente al nivel de Fermi y [image: ] la constante de Boltzmann. En este caso, según se muestra en la Figura 7.5.2.2. a medida que aumenta la temperatura, se incrementa el número de electrones que se puede encontrar en el estado con energía E que es mayor que la de Fermi.

			

			[image: ]

			Figura 7.5.2.2. Comportamiento de la función de distribución de probabilidad asociada a los estados de energía que pueden ser ocupados por los electrones

			Fuente: elaboración propia. 

			En principio, los electrones que se encuentran en un estado de energía mayor que el de Fermi pueden moverse bajo los efectos de un campo eléctrico con una aceleración que va disminuyendo con el tiempo debido al choque de los electrones con los cationes hasta que se alcanza un estado estacionario en el que todos los electrones se mueven a una velocidad constante. La distribución de electrones en los diferentes niveles de energía que se establece cuando se alcanza el estado estacionario se muestra en la Figura 7.5.2.3. La aplicación de un campo eléctrico lleva a una despoblación de estados por debajo del nivel de Fermi para los valores de k negativos, y una sobrepoblación de estados por encima del nivel de Fermi para los valores de k positivos.

			[image: ]

			Figura 7.5.2.3. Distribución de electrones entre los niveles de energía en presencia de un campo eléctrico externo

			Fuente: elaboración propia. 

			

			De acuerdo con este modelo, los cristales que son buenos conductores tienen una gran densidad de estados permitidos muy cercanos al nivel de Fermi. Cuando la temperatura se eleva existe una mayor vibración en la red de cationes (fonones) que incrementa los choques entre los electrones y los cationes, lo que ralentiza el movimiento de los electrones. Por esta razón, la conductividad disminuye con el incremento de la temperatura.

			7.5.3. Orbitales de Bloch

			El modelo del electrón libre permite comprender las propiedades de los sólidos cristalinos, pero es una representación bastante simplificada que tiene muchas limitaciones. Se trata de construir y analizar la estructura de banda de un cristal, que es un compuesto periódico, tomando en consideración su estructura cristalina particular. Específicamente, se describe el comportamiento electrónico con base en funciones de onda monoelectrónicas escritas como una combinación lineal de los orbitales atómicos de valencia de los diferentes átomos que componen el sistema.

			Este método se basa en las siguientes consideraciones y principios:

			1. Seleccionar los No orbitales atómicos de valencia que se emplean para describir una celda unitaria. El cristal se visualiza como una estructura periódica compuesta por n celdas unitarias y n.N0 orbitales atómicos que se denotan como [image: ] donde [image: ] se refiere a los orbitales que describen una celda unitaria y [image: ] se refiere al número y posición de las celdas unitarias, como se muestra en la Figura 7.5.3.1.

			[image: ]

			Figura 7.5.3.1. Celda unitaria y simetría traslacional en un sólido cristalino

			Fuente: elaboración propia. 

			

			2. Se combinan [image: ] orbitales que sean equivalentes por simetría de traslación para obtener los orbitales de Bloch BOj que se caracterizan por un número ka.

			3. Los orbitales del cristal  CO se obtienen a través de una combinación lineal de orbitales de Bloch, donde las funciones de onda y las energías correspondientes se obtienen a partir del determinante de la matriz asociada a la ecuación secular de la energía, de forma semejante a como en una molécula se obtienen los orbitales moleculares en una combinación lineal de los orbitales atómicos de valencia.

			Para un sistema periódico visualizado en una dimensión (1D), se considera que este es generado por una celda unitaria de referencia M0 y un vector de traslación a, donde la celda Mm es la imagen de la celda M0 después de realizada una traslación m.a, siendo a el tamaño que caracteriza la celda unitaria. La longitud total del sistema es n.a, donde n se supone par y un número muy grande.

			Ya que n es muy grande, se supone que la función de onda que describe el comportamiento de los electrones en este sistema periódico sea capaz de reflejar la simetría de traslación asociada a esta estructura. Como en el caso del modelo del electrón libre, la celda unitaria no es invariante a la simetría de traslación en un sistema lineal, siendo necesario aplicar las condiciones de contorno de Bohr y van Karman para resolver el problema, las cuales establecen una equivalencia entre el sistema lineal y un sistema cíclico. La traslación asociada con el vector ma para el sistema lineal es equivalente a una rotación [image: ] en el sistema cíclico, y la equivalencia entre los puntos  y  [image: ]. En este sentido, la localización de la celda [image: ] se indica a través del ángulo [image: ] que se encuentra en el intervalo [image: ].

			La combinación de orbitales adaptados a la simetría de traslación se construye aplicando los principios de la teoría de grupos, haciendo uso del grupo puntual  Cn, lo cual permite, sin perder generalidad, establecer las propiedades de la simetría traslacional de todos los sistemas periódicos independientemente de la naturaleza de la celda unitaria. En la Tabla 7.5.3.1. se presentan los caracteres correspondientes a este grupo de simetría.

			
				
					[image: ]
				

			

			

			La combinación lineal de [image: ] orbitales que forma una representación irreducible se determina como:

			[image: ]

			La suma sobre m permite considerar todas las celdas unitarias, donde el orbital de cada celda se precede por un factor de fase que depende de la posición de la celda unitaria respecto a la celda unitaria de referencia. El próximo paso consiste en sustituir la posición de la celda por el vector de traslación [image: ] para poder obtener orbitales que se expresan como una combinación lineal de orbitales adaptados a la simetría de traslación, los que se conocen como orbitales de Bloch:

			[image: ]

			Los orbitales de Bloch pueden ser escritos en función de un parámetro no dimensional:

			[image: ]

			Sustituyendo apropiadamente se obtiene:

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			El parámetro [image: ], que aparece involucrado en la función exponencial que representa el factor de fase, plasma el vector de onda, que es el parámetro asociado a cada uno de los orbitales de Bloch. El intervalo [image: ] que contiene los valores permitidos de [image: ] se identifica con la zona Brillouin del sistema. Dos orbitales de Bloch que tienen asociados diferentes valores de [image: ] poseen diferentes propiedades de simetría, por lo que la interacción entre ellos es nula.

			Por último, los orbitales del cristal se expresan con base en una combinación lineal de orbitales de Bloch que presentan la misma simetría de traslación:

			

			[image: ]

			La ecuación de Schrödinger que describe el comportamiento del sistema es:

			[image: ]

			donde los orbitales moleculares del cristal y los valores de energía correspondientes se obtienen a partir de los vectores y valores propios de la matriz secular correspondiente, de forma semejante a como se obtienen los orbitales moleculares en las moléculas. Los elementos de esta matriz se definen a partir de las siguientes definiciones:

			[image: ]

			7.5.4. Energía de los orbitales del cristal aplicando la aproximación de Huckel

			En esta aproximación, cada celda unitaria se representa a través de un solo orbital atómico de valencia [image: ] que corresponde al átomo central. En este caso:

			[image: ]

			La energía de los orbitales cristalinos coincide con la energía de los orbitales de Bloch y está dada por:

			[image: ]

			Si se toma en cuenta que:

			[image: ]

			

			donde [image: ] es la energía del orbital atómico y [image: ] la energía de enlace entre el átomo correspondiente a una celda unitaria y el átomo correspondiente a la celda unitaria adyacente, entonces la energía correspondiente a cada uno de los orbitales está dada por:

			[image: ]

			La energía del nivel más bajo (enlazante) está dada por:

			[image: ]

			y la del nivel de energía más alto:

			[image: ]

			La diferencia de energía entre dos niveles de energía contiguos está dada por:

			[image: ]

			Cuando [image: ] se obtiene:

			[image: ]

			Así, [image: ] puede ser considerada como una variable continua. Si se establece esta consideración se llega a la estructura de bandas, donde:

			[image: ]

			Las bandas enlazantes y antienlazantes están separadas por el nivel de Fermi [image: ] que representa el nivel más alto de energía que es ocupado por los electrones. El intervalo de valores de [image: ] se conoce como la zona de Brillouin (ver Figura 7.5.4.1.).

			La densidad de los niveles de energía o densidad de estados [image: ] es una función que da el número de niveles o estados dentro de un intervalo infinitesimal de energía, y cuantitativamente se define como:

			

			[image: ]

			de tal forma que:

			[image: ]

			Sustituyendo apropiadamente se obtiene:

			[image: ]
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			Figura 7.5.4.1. Comportamiento de la energía respecto al factor de fase en una zona de Brillouin para un sistema en el cual las interacciones entre los fonones y electrones puede considerarse despreciable

			Fuente: elaboración propia. 

			En el cristal, el potencial periódico de los núcleos causa una perturbación en los niveles de energía, desaparece la degeneración de los estados correspondientes al nivel [image: ] en la presencia de un gap o zona prohibida que se manifiesta en la presencia de discontinuidades en el espectro de energía. Esta perturbación se debe a la interacción entre los electrones y los núcleos que forman la red cristalina, que a su vez presentan vibraciones cuánticas fonones. El efecto de los núcleos sobre la distribución electrónica en los cristales también suele denominarse interacción electrón-fonón. Estas interacciones, así como las propiedades de los orbitales atómicos de valencia y los electrones disponibles, determinan en última instancia las propiedades conductoras de los metales.

			

			Para los valores de [image: ] en los cuales la longitud de onda es igual a [image: ], se presentan discontinuidades, de tal forma que los espacios entre estas discontinuidades también forman diferentes zonas de Brillouin (Figura 7.5.4.2.). En la siguiente figura se muestra la zona de Brillouin y los correspondientes valores de energía, así como el nivel de Fermi y el correspondiente comportamiento de la densidad de estados. La diferencia de energía entre los orbitales HOMO y LOMU se denomina la zona prohibida. Mientras menor es el intervalo de energía involucrado en esta zona es posible que los electrones pasen a la zona de mayor energía.

			[image: ]

			Figura 7.5.4.2. Comportamiento de las diferentes zonas de Brillouin, donde el nivel de Fermi se encuentra situado en el interior de la zona prohibida en un sistema en el cual las interacciones entre los electrones y los fonones son importantes

			Fuente: elaboración propia. 

			7.6. Interacciones de Van der Waals

			Las fuerzas de Van der Waals son relativamente débiles comparadas con los enlaces químicos normales, pero desempeñan un papel fundamental en campos tan diversos como química supramolecular, biología estructural, ciencia de polímeros, nanotecnología, ciencia de superficies y física de la materia condensada. Las fuerzas de Van der Waals definen el carácter químico de muchos compuestos orgánicos. También definen la solubilidad de los alcoholes inferiores. Las propiedades del grupo polar hidroxilo dominan a las débiles fuerzas intermoleculares de Van der Waals. En los alcoholes superiores, las propiedades del radical alquílico apolar (R) dominan y definen la solubilidad. Las fuerzas de Van der Waals crecen con la longitud de la parte no polar de la sustancia.

			Las fuerzas de Van der Waals incluyen atracciones entre átomos, moléculas y superficies. Difieren del enlace covalente y del enlace iónico en que están causados por correlaciones en las polarizaciones fluctuantes de partículas cercanas (una consecuencia de la dinámica cuántica). Las fuerzas intermoleculares tienen cuatro contribuciones importantes. En general, un potencial intermolecular tiene un componente repulsivo que evita el colapso de las moléculas, debido a que al acercarse las entidades unas a otras las repulsiones dominan.

			

			Las moléculas formadas por átomos de diferente naturaleza tienen asociado un momento dipolar, el cual se relaciona con la asimetría de la carga eléctrica en el enlace químico. El momento dipolar para una molécula diatómica se expresa como el producto de la longitud del enlace r y el valor de las cargas iguales y opuestas en el enlace químico, que como se expresan a través de la relación:

			[image: ]

			donde el valor de q expresa el grado de compartición de la carga en un enlace covalente, y en última instancia está determinada por las diferencias de electronegatividad de los átomos que forman la molécula. Para este caso, el momento dipolar estará expresado como:

			[image: ]

			En el caso de moléculas poliatómicas formadas por varios átomos, el momento dipolar se expresa a través de una suma vectorial, que en determinados casos puede dar como resultado un momento dipolar igual a cero (moléculas no polares), dependiendo de la geometría de la molécula en cuestión. Las moléculas complejas pueden exhibir un comportamiento anfipático (amifílico), exhibiendo partes de esta con un carácter polar, mientras que otras tienen un carácter no polar.

			El enlace químico se establece entre átomos que se unen entre sí para formar una estructura de menor energía y más estable, donde los orbitales moleculares se expresan como una combinación lineal de los atómicos de valencia de los átomos constituyentes. Cuando se distribuyen los electrones disponibles en los orbitales moleculares, debe cumplirse que el número de electrones sea mayor en los orbitales enlazantes que el número de electrones en los orbitales antienlazantes. Si este requerimiento no se cumple se establece una repulsión entre los electrones, conocida como repulsión de Pauli, que impide la formación del enlace.

			La repulsión de Pauli, que se establece entre dos moléculas, decrece exponencialmente con la distancia, hasta que, cuando esta distancia alcanza un valor determinado, esta repulsión se contrarresta con interacciones de atracción que decrecen en el orden R-n y que se conocen como interacciones de Van der Waals. Estas son interacciones de largo alcance, que pueden ser descritas en términos de integrales [image: ] que expresan el resultado de las pequeñas interacciones que se establecen entre estados ortogonales de diferentes simetrías y energías. En este contexto, para determinados casos relativamente sencillos los valores de estas integrales pueden ser obtenidos a través de conceptos electrostáticos clásicos. Desde el punto de vista teórico, estas interacciones pueden ser descritas haciendo uso de la teoría de la perturbación de Rayleigh Schrödinger (RS).

			

			7.6.1. Teoría de la perturbación RS

			En mecánica cuántica, la teoría perturbacional o de perturbaciones es un conjunto de esquemas aproximados para describir sistemas cuánticos complicados en términos de otros más sencillos. La idea es empezar con un sistema simple y gradualmente ir activando hamiltonianos “perturbativos”, que representan pequeñas alteraciones al sistema. Si la alteración o perturbación no es demasiado grande, las diversas magnitudes físicas asociadas al sistema perturbado (por ejemplo, sus niveles de energía y sus estados propios) podrán ser generados de forma continua a partir de los del sistema sencillo. De esta forma, podemos estudiar el sistema complejo basándonos en el sencillo.

			En particular, al estudiar las energías de un sistema físico, el método consiste en identificar dentro del hamiltoniano (perturbado) que parte de este corresponde a un problema con solución conocida (hamiltoniano no perturbado en caso de que su solución sea analítica) y considerar el resto como un potencial que modifica al anterior. Dicha identificación permite escribir a los autoestados del hamiltoniano perturbado como una combinación lineal de los autoestados del que está sin perturbar y a las autoenergías como las autoenergías del problema sin perturbar más términos correctivos.

			Se tiene la ecuación de Schrödinger:

			[image: ]

			de la cual se conoce el valor propio E0 y la función propia [image: ] de forma exacta. La idea entonces es conocer la solución de este sistema si se produce una perturbación en el mismo que en última instancia causa un cambio en la función de onda y en la energía, siendo H0 el hamiltoniano del sistema sin perturbar. Para esto, se procede a una descomposición hermítica del hamiltoniano del sistema perturbado:

			

			[image: ]

			donde [image: ] se relaciona con el orden de la perturbación y H1 es la perturbación.

			El valor y la función propia del hamiltoniano perturbado se expresan como un desarrollo en series de potencias de [image: ], de tal manera que:

			[image: ]

			donde la potencia máxima n considerada en el desarrollo de potencias representa el orden de la corrección. Sustituyendo en la ES y separando en ecuaciones donde [image: ] tiene la misma potencia se obtiene para una corrección de segundo orden:

			[image: ]

			A partir de lo cual se obtienen las correcciones de energía correspondientes a cada uno de los órdenes:

			[image: ]

			donde E0 y E1 son los valores promedios de los hamiltonianos H0 y H1 sobre [image: ] mientras que E2 representan integrales de transición que relacionan las funciones de onda del estado base [image: ] y el estado excitado [image: ]1 a través de H1. La condición de ortogonalidad se expresa:

			[image: ]

			La teoría de la perturbación RS se aplica para describir las interacciones entre dos moléculas A y B cuyo potencial intermolecular asociado a las interacciones de Coulomb entre todos los pares i y j de partículas cargadas (electrones + núcleos) es:

			[image: ]

			

			donde el subíndice i se refiere a las partículas de A y el subíndice j se refiere a las partículas de B. El campo estático de cada molécula se define como:

			[image: ]

			se establece la expresión para la energía electrostática clásica que ocurre entre la molécula no distorsionada y la distorsionada:

			[image: ]

			siendo [image: ] y [image: ] las energías de excitación correspondientes a los átomos A y B. La interacción de dispersión se determina entonces a través de la relación:

			[image: ]

			La interacción de dispersión es un término puramente electrónico que se genera como resultado de las fluctuaciones de densidad de los electrones de las moléculas A y B, las cuales se encuentran acopladas a través de un término de repulsión electrónica. Esta interacción depende de la distancia R-n siendo R la distancia entre los centros de masa de las moléculas, así como de la orientación relativa entre estas.

			7.6.2. Modelo de dos estados para interacciones de largo alcance

			Este modelo considera dos estados, uno inicial [image: ] y uno excitado final [image: ]1 donde el estado resultante se escribe como una superposición lineal de ambos:

			[image: ]

			De forma semejante a como se determinaron los orbitales moleculares, se obtiene la matriz:

			[image: ]

			

			cuyos vectores y valores propios determinan la función de onda y la energía del sistema. En este caso:

			[image: ]

			Expandiendo [image: ] en potencias de H0,1:

			[image: ]

			La diferencia de energía entre el estado base y el excitado estará dada por:

			[image: ]

			donde [image: ] representa la transición del base al excitado causada por una energía de excitación positiva [image: ]. El parámetro [image: ] se encuentra relacionado con el momento dipolar [image: ] de la molécula y su polarizabilidad [image: ], donde este momento dipolar puede ser permanente o inducido. De forma general:

			[image: ]

			donde F es el campo externo (que puede estar generado por la interacción con otra molécula) y

			[image: ]

			donde [image: ] es el momento dipolar asociado a la transición del estado base al excitado y [image: ] es la energía de excitación.

			La polarización es un fenómeno isotrópico en los átomos, pero es anisótropo para las moléculas, ya que en estas últimas esta polarización depende de la orientación del campo externo y de la estructura y simetría molecular.

			A grandes distancias del orden de R, que representa el intervalo de alcance de las fuerzas de Van der Waals, se establece una débil interacción entre las moléculas cuyo valor de energía más bajo estará dado por:

			

			[image: ]

			donde:

			[image: ]

			si hay una inducción, es decir, una excitación única de A o B, respectivamente,

			[image: ]

			si existe una dispersión, es decir, una excitación simultánea de ambas moléculas que se encuentran interaccionando entre sí.

			7.6.3. Estimación de la energía de interacción de Van der Waals

			Las propiedades químico-físicas de las sustancias, así como las interacciones que se establecen entre los objetos macroscópicos, se encuentran estrechamente relacionadas con las interacciones de Van der Waals. Estas fuerzas pueden ser descritas a través de los principios de la química cuántica, aunque en determinados casos se puede emplear con éxito el formalismo basado en la electrostática clásica. Las fuerzas de Van der Waals pueden ser divididas considerando diferentes tipos de interacciones que se pueden presentar, donde el efecto final se obtiene a través de la suma de todas estas interacciones. Entonces, el tipo de interacción depende del momento dipolar de las moléculas que interaccionan.

			Interacción de Coulomb monopolo-dipolo

			Se establece entre una molécula con momento dipolar permanente (dipolo) y un ión (monopolo), donde la energía potencial de interacción está dada por:

			[image: ]

			siendo Q la carga del ión, [image: ] el momento dipolar de la molécula, [image: ]0 la permitividad dieléctrica del medio, kB la constante de Boltzman, T la temperatura absoluta y R la distancia entre el ión y la molécula.

			

			Interacción de Keesom dipolo-dipolo

			Se establece entre dos moléculas con momento dipolar permanente (polares)

			[image: ]

			Interacción de Debey (dipolo-dipolo inducido)

			Se establece entre una molécula polar o un ion y una molécula no polar, y se relaciona con la inducción de un momento dipolar en una molécula no polar debido a la interacción de la molécula no polar con la molécula polar.

			Si la interacción ocurre entre un mono polo (ion) y una molécula no polar:

			[image: ]

			mientras que si la interacción ocurre entre una molécula polar y una molécula no polar:

			[image: ]

			donde [image: ]i es la polarizabilidad de la molécula no polar.

			Interacciones de dispersión de London (dipolo inducido - dipolo inducido)

			Las energías de las interacciones de Coulomb, Keesom y Debey pueden ser determinadas a partir de los principios de la electrostática clásica, pero esto no sucede en el caso de las interacciones de dispersión de London, las cuales se refieren a las que ocurren entre las moléculas no polares. Estas interacciones solo pueden ser descritas mediante la aplicación de la teoría de la perturbación establecida en la química cuántica.

			Estas interacciones permiten explicar las que se establecen entre las moléculas no polares, las cuales se encuentran estrechamente relacionadas con las ecuaciones de estado y los procesos de cambio de fase.

			El potencial de interacción de London puede ser estimado a través de la relación:

			[image: ]

			

			donde [image: ] + [image: ]representan las energías de ionización de las moléculas.

			De forma general, las fuerzas de atracción de Van der Waals están determinadas por:

			[image: ]

			7.6.4. Potencial de Lennard-Jones

			Un par de átomos o moléculas neutros están sujetos a dos fuerzas distintas en el límite de una gran separación y de una pequeña separación: una fuerza atractiva actúa a grandes distancias (fuerza de Van der Waals, o fuerza de dispersión) y una fuerza repulsiva actuando a pequeñas distancias (el resultado de la sobreposición de los orbitales electrónicos, conocido como la repulsión de Pauli). El potencial de Lennard-Jones (también conocido como el potencial L-J) es un modelo matemático sencillo para representar este comportamiento, el cual de forma general se escribe:

			[image: ]

			Donde

			r: distancia entre partículas (m o Å)

			σ: parámetro de distancia (m o Å)

			ε: parámetro de energía (J o eV)

			VLJ: Potencial de Lennard-Jones (J o eV)

			A y B: son constantes que dependen de ε y σ

			El potencial de Lennard-Jones es fundamental en el estudio de superficies sólidas debido a su capacidad para describir de manera efectiva las interacciones entre átomos o moléculas, tanto en la superficie como en sus proximidades. Este se utiliza ampliamente en simulaciones de dinámica molecular, permitiendo modelar la interacción entre partículas y facilitando el estudio de su comportamiento en superficies sólidas bajo diferentes condiciones.

			Además, el potencial de Lennard-Jones es esencial para entender el proceso de adsorción, que es la forma en la que las moléculas se adhieren a las superficies sólidas. Esto es particularmente relevante en campos como: catálisis, corrosión y desarrollo de sensores, donde el conocimiento de las interacciones a nivel molecular es crucial. También juega un papel importante en el análisis de la estabilidad y la estructura de superficies sólidas. Al utilizar este potencial, es posible predecir cómo se reorganizan los átomos o moléculas en respuesta a defectos estructurales o a la introducción de impurezas.

			

			Otra aplicación del potencial de Lennard-Jones es en el estudio de las interacciones entre partículas cercanas a la superficie, lo cual es relevante en la nanociencia y en el diseño de materiales con propiedades específicas. A pesar de su simplicidad, este modelo captura la esencia de las interacciones de Van der Waals y las repulsiones a cortas distancias, proporcionando una base sólida para comprender y predecir comportamientos complejos en superficies sólidas.
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Ejemplo 4.3.4.1. Al realizar un experimento de adsorcion se obtuvieron
los resultados que se muestran en la Tabla E. 4.3.4.1.1. que muestra la
concentracién inicial del adsorbato y la concentracion final que se alcanza
en el equilibrio, donde la masa total de adsorbente es de 1 kg'y el volumen
V de la fase gaseosa en la cual se encuentra el adsorbato es de 2 litros.

Tabla E. 4.3.4.1.1. Comportamiento de la concentraciéon de adsorbato en la fase
gascosa, donde (i es la concentracion inicial y (f la concentracién final en el
equilibrio

Ci (mol/l) 0.5105 1.0238 1.5408 2.0635 2.5952 3.1429 3.7222 4.3810
Cf mol/) 0.0105 0.0238 0.0408 0.0634 0.0952 0.1428 0.2222 0.3809

Fuente: elaboracién propia.

La cantidad de moles adsorbidos se determina a partir de la relaciéon:
M,=(c,-c, )

donde la fraccién 0 de sitios activos que se encuentra cubierto por el
adsorbato se determina a través de la relacién:
g=Mo_
M,

0,max

donde My . s¢ corresponde con el nimero maximo de moles adsorbidos.
En la Tabla E. 4.3.4.1.2. se presentan los resultados obtenidos de
0 calculado para cada uno de los valores de concentraciéon final en el
equilibrio, a partir de los cuales se construye y se ajustan los parametros
correspondientes a diferentes modelos de isoterma de adsorcion.
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Tabla E. 2.4.1.1. Dimension fractal y area fractal especifica de una superficie a
diferentes escalas

Escala h. h £ £ a_ m?/m?’

macroscopica 134 233 1.158 1.177 1.0265
microscopica (x1000) 5 254 1.372 1.355 11.808

Como se puede observar en la Tabla E. 2.4.1.1.; mientras en la escala
macroscopica el area superficial puede considerarse aproximadamente
igual al area de una superficie euclidiana, cuando se analiza la superficie
en la escala microscépica, en donde el tamano de las irregularidades es
del mismo orden de magnitud que el tamafo del sistema observado, el
area fractal especifica es significativamente mayor que la unidad. Este
resultado conlleva dos importantes consideraciones practicas: ¢) el drea
superficial de los sélidos nunca puede determinarse con exactitud, ya que su valor depende
de la precision con la cual se cuantifica la rugosidad y w) el drea fractal especifica se
incrementa a medida que el tamafio de la superficie observada disminuye, lo que causa
que la influencia de la rugosidad sea mds significativa.
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Tabla E. 4.3.4.1.2. Variables calculadas a partir de los datos experimentales
correspondientes a la isoterma de adsorcién

Cf (mol/l) 0.0105 0.0238 0.0408 0.0634 0.0952 0.1428 0.2222 0.3809
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.624 99 0.75001 0.875 1.0

Fuente: elaboracién propia.

Los datos experimentales fueron ajustados a tres modelos haciendo uso
del programa STATGRAPHICS. Los modelos ajustados, asi como la
grafica que muestra los resultados experimentales y los ajustados, se
muestran en la Tabla E. 4.3.4.1.3.; asi como en la Figura E. 4.3.4.1.1.

Tabla E. 4.3.4.1.3. Modelos de isotermas ajustados mediante técnicas estadisticas
a los datos experimentales observados

Isoterma  modelo ajustado coeficiente de

correlacion
Langmuir 0 =10 95 %
Freundlich 0 =2.1661c**" 96 %

Temkin ~ 0=0.2569Inc+1.2371 98 %

Fuente: elaboracién propia.

00
000 005 010 0I5 02 025 030 035 040
c

Figura E. 4.3.4.1.1. Isotermas ajustadas a los datos experimentales A: Langmuir;
B: Freundlich; C: Temkin. Los valores observados se muestran en puntos
Fuente: elaboracién propia.

A partir de los coeficientes de correlacién y la comparacién de los
resultados experimentales y predichos se estima que el modelo de
isoterma que responde mejor a los datos experimentales observados es
el de Temkin.






OEBPS/image/Captura_de_pantalla_2025-01-16_a_las_12.29.09 p. m..png
@224)






OEBPS/image/Captura_de_pantalla_2025-02-07_a_las_12.51.27 p. m..png
(6232)

(62.33)






OEBPS/image/Captura_de_pantalla_2025-02-11_a_las_2.57.57 p. m..png
[c]=[sT*[cT (7.4.19)





OEBPS/image/Captura_de_pantalla_2025-02-11_a_las_11.27.55 a. m..png





OEBPS/image/Captura_de_pantalla_2025-02-05_a_las_1.01.48 p. m..png
a =k,C,N, (1-)-k,®

dt (44.11)
»(0)=0,

do a

L2 = ok, +C, L, =

2 = Uk G o+ D, CoN. (- @) kD) i)

0(0) =0,





OEBPS/image/Captura_de_pantalla_2025-02-07_a_las_12.14.15 p. m..png
62.15)

©2.16)

6:217)






OEBPS/image/Captura_de_pantalla_2025-01-30_a_las_3.21.50 p. m..png
K, = (4.3.1.7)






OEBPS/image/Análisis_de_superficies_sólidas-_conceptos_y_aplicaciones.png
fontamara

%

(S
-
WAy,

En este libro se presentan aspectos relacionados con la morfologia y las
propiedades de las superficies sélidas y de diferentes procesos en los cuales
estas estructuras se encuentran involucradas. Estd estructurado en siete
capitulos. En el Capitulo 1 se exponen las caracteristicas morfolégicas de las
superficies y particulas sélidas, y se explican las razones por las cuales el drea
superficial de los sodlidos se determina experimentalmente mediante
diferentes métodos que se exponen en el Capitulo 2 y nunca puede ser
conocida con total exactitud. En el Capitulo 3 se proponen un conjunto de
métodos que permiten describir el proceso de morfogénesis de las superficies
con base en los formalismos de los métodos estocdsticos y la geometria
fractal, respectivamente. En los Capitulos 4 y 5 se describen los fenémenos de
adsorcién y quimisorcion que eventualmente pueden ocurrir sobre las
superficies solidas; mientras que en el Capitulo é se describe como las
propiedades de las superficies afectan la cinética de las reacciones
heterogéneas del tipo gas sdlido. Por ultimo, en el Capitulo 7 se presentan las
propiedades de moleculares de las superficies y cémo el estudio de las mismas
se aborda desde el formalismo de la quimica cudntica. Los temas tratados en
este libro son de amplia aplicacién en el drea de la ingenieria de procesos y la
quimica, debido a la abundancia de procesos quimicos en los cuales las
propiedades de las superficies de los sdlidos que participan en los mismos son
determinantes sobre la eficiencia de estos procesos. Por otro lado, tiene
aplicaciones prdcticas en la arquitectura y la ingenieria civil, por el estudio de
las superficies que constituyen casi todos los elementos que integran una
construccion, y que pueden evaluarse con diversas metodologias aplicadas a
partir de los mismos principios descritos en este capitulo.
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Ejemplo 3.3.1. Para un sistema compuesto por x entidades microscopicas
de un solo tipo, se supone que los procesos que tienen lugar son:

X,—>x
Lt

Q

2x—x
kZ

X—>o

donde X, es una constante que representa el nimero total de entidades
que entran al sistema por unidad de tiempo y o significa fuera del
sistema. A partir de estas suposiciones se obtiene que las probabilidades
de transicién por unidad de tiempo se escriben de la forma:

W= Xy = X,
VVz=k1(£ﬁ x(x 1) EZ
Ws:kztx_-iﬁ:kzx

donde el cambio que tiene lugar en x cuando tiene lugar cada proceso
individual se determina:

n=1-0=1

de tal manera que la ecuacién maestra se escribe:

@ =(&"-1)x,P(x;1)
e - 1)E0p(r)
( )k xP x t
P(x,;0)=1

Como variable macroscopica intensiva se va a considerar el nimero de
entidades microscopicas por unidad de volumen Q del sistema:

c=a

¢ Ko
de tal manera que:

ac _1

@ Q

El primer y el segundo momento asociados a las probabilidades de
transiciéon por unidad de tiempo estan dados por:

1
24 =5
=C,-C%, ~Ck,

[XO —%(CQ)Z —kSCQ)

1 K,
7, = E(XO + 51(09)2 + kZCQ)

= é(c0 +Ck, +Ch,)
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sustituyendo en la ecuacién diferencial determinista y agrupando de
forma apropiada se obtiene la ecuacion diferencial estocastica:

dy = (b, —by)dt +3/®, + y'®,dW

De acuerdo con el formalismo de Ito la ecuacién de Fokker - Planck se
escribe de la forma:

aP((;;t) _ _%[(b0 ~by)|P(y;1)

1 &
+5§[®o + 0, |P(y;1)

de tal manera que el comportamiento del valor esperado y la varianza
estan dados por el sistema de ecuaciones diferenciales:

% =by,—by
4~ 2ho+®@,+)°®,

dt

donde en estado estacionario se obtiene:

o =L (@52 +0,5)

3
De acuerdo con el formalismo de Stratonovich, la ecuacién de Fokker-

Planck se escribe como:

BPth/;t) _ —%[(bo —by)+ %y(l)l}P(y;t)

190
+§§[¢o +7'0 P(y31)

El comportamiento temporal del valor esperado y la varianza de y estan

dados por:
d) 1
d_)t) :bo _[bl _quljy
do 1
Y :—Z(bl —ECI)1)0'+<D0 +y%®,

y en estado estacionario:

=3 h3®)  ofb-to,f
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Ejemplo 4.3.4.2. Al realizar un estudio de adsorcién se obtuvieron
los resultados que se muestran en la Tabla E. 4.3.4.2.1. donde se
requiere determinar cudl es la isoterma que se ajusta mejor a los datos
experimentales observados.

Tabla E. 4.3.4.2.1. Comportamiento de los moles adsorbidos por kg de sélido
respecto a la presion del gas en el equilibrio

P (atm) 0 04 08 1 14 18 2 24 26
m (mol/kg) 0.994 0.998 1.310 1.455 1.865 2.479 2.991 4.978 7.428

Fuente: elaboracién propia.

A partir de los datos observados se construye la curva que se muestra en la
Figura E. 4.3.4.2.1. La forma de la curva sugiere una isoterma de tipo III,
porlo que aplica el método de Marquard de regresién no lineal para realizar
el ajuste de los datos experimentales al modelo BET, para lo cual se hizo uso
del programa STATGRAPHICS. En este caso se obtuvo el modelo:

_ 691,445, P2
~ (1-10,33P)(1 + 24,47P)(1 + 27,01P)

M

Con un coeficiente de correlaciéon de 99.9 %, lo que indica que el
modelo de isoterma seleccionado es apropiado. La comparacién entre los
resultados experimentales y tedricos se muestra en la Figura E. 4.3.4.2.2.

M, /

6

2 .

1 -

%0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 é.s

Figura E. 4.3.4.2.1. Comportamiento experimental observado de la isoterma de
adsorciéon
Fuente: elaboracién propia.

//E

g
g,
g 4r
o | i
o 2- e

[ A

0k’

0 2 4 6 8
predicho

Figura E. 4.3.4.2.2. Comparaci6n entre los resultados observados y predichos
Fuente: elaboracién propia.
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Ejemplo 2.4.1. En la Figura E. 2.4.1.1. se muestran las imagenes de los
perfiles de intensidad de los pixeles en las direcciones x e y, respectivamente,
correspondientes a la superficie mostrada en la Figura 2.4.1. y en la Tabla E.
2.4.1.1. se muestran los resultados de altura maxima y minima de la interfase,
las dimensiones fractales en las direcciones x e y y los valores de area fractal
especifica calcula para cada caso de acuerdo con la ecuacién (2.4.6.).

T T T T
-
-
> )\&\)\4.\
§
130 \\\\
5
0 100 200 3 400
Distanes oot
T T T v
™
3 W WW I“U“W
e
§
0 ﬂr W W
0 100 20 00 0
Ditancs ot

Figura E. 2.4.1.1. Fluctuaciones en la altura de la interfase en la direcciéon x
visualizadas a través del perfil de intensidad de los pixeles y dimensién fractal A:
escala macroscopica f, =1.158 B: escala microscopica f, =1.372

Fuente: elaboracién propia.
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s
0 T
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/
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300
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Figura E. 2.4.1.2. Fluctuaciones en la altura de la interfase en la direccién x
visualizadas a través del perfil de intensidad de los pixeles y dimensién fractal C:
escala macroscopica f, =1355 D: escala microscpica f =1.355

Fuente: elaboracién propia.
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Ejemplo 1.2.1. Para determinar el drea superficial especifica referida
por unidad de masa para un sélido de densidad igual a 3 000 kg/m3 si
se conoce que el sélido tiene una forma octaédrica, donde la longitud
de los lados de los 8 triangulos equilateros que forman esta superficie
esigual a 0.004 m, se parte de considerar que

S ~3.46410a”

V ~0.471404°

de tal forma que:

3464100
" px0.47140a°

2
_1.3485 061238

axp kg
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Ejemplo 2.5.2.1. En la Figura 2.5.1. A y B se muestran las imagenes
macroscopica y microscopica de una particula solida, cuya imagen
binaria se muestra en la Figura E. 2.5.1.2.1. En el Ejemplo 2.5.1.2. se
ilustra la determinacién del valor de circularidad, que en este caso esigual
a2 ©=0.64889. En la Iigura E. 2.5.2.1.1. se muestra el perfil de intensidad
de los pixeles, que representa la variacion en la altura de la interfase, en
las escalas macroscopica y microscopica, y en la Tabla E. 2.5.2.1.1. se
muestran los valores de dimension fractal y area superficial especifica
fractal correspondientes a cada una de las escalas de observacion.

Tabla E. 2.5.2.1.1. Resultados del analisis de la superficie mediante el Image] en
las escalas microscopica y macroscopica
Escala biin i f ayr m*/m?
macroscopica 123 249 1.1222 0.9550 ?? 1
microscépica (x1000) 7 155 1.1988 1.529 2

Fuente: elaboracién propia.

il
W
mf E

WW /| N\

Figura E. 2.5.2.1.1. Perfil de altura de la interfase en la escala macroscopica (A) y
en la escala microscépica (B)
Fuente: elaboracién propia.

Enla escala macroscopica se obtiene un valor de ¢_menor que la unidad,
por lo que se considera que la rug051dad (en esta escala de observacion)
puede ser considerada despreciable. El area superficial especifica de la
particula se estima a partir de la relacion:

. = 4.8360 _ 7.4527
Si se considera la rugosidad observada en la escala microscopica se
obtiene:
_4 8360 _11.397

R AR
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Ejemplo 3.4.1. Se tiene un sistema en el cual el comportamiento de la
variable y que describe su comportamiento esta dado por la ecuacion
diferencial:
g =B,-By
donde se conoce que no existe correlacion entre las fluctuaciones asociadas
a los parametros BO y B1, los cuales pueden considerarse como variables
estocasticas con propiedades de ruido blanco.

Expresando los parametros del sistema como la suma del valor
esperado y una variable aleatoria que representa las fluctuaciones alrededor

de este valor:
B, =b,+3/D,¢&
B =b +3/®,¢
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Ejemplo 1.2.2. Se requiere determinar como influye la morfologia del
solido sobre el comportamiento del area superficial especifica definida
por unidad de volumen respecto al tamaio de las particulas, para lo
cual se van a considerar particulas cilindricas con h = r, particulas
esféricas y particulas ctbicas, considerando que 7 se encuentra entre
0.005 y 0.01 m. Para realizar esta estimacién, se consideran las
ecuaciones (1.2.7.), (1.2.10.) y (1.2.13.) y se grafica el comportamiento
del area superficial especifica. Como se observa en la Figura E.
1.2.2.1., en todos los casos el drea superficial especifica disminuye con
el incremento de tamano de las particulas; las que tienen menor area
superficial especifica para el mismo tamaiio son las estéricas, seguidas
de las cilindricas y de las de mayor area superficial especifica, que son
las particulas ctabicas.
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A partir de este resultado se estima el valor de la constante cinética:

PR

=495
m*‘min
Para el segundo experimento, ajustando mediante técnicas estadisticas
los resultados que se muestran en la Tabla E. 2.2.1. se obtiene:

£(t)=7.8620x107*¢* +2.4424x10™¢ +3.2402x10™

de tal forma que la velocidad inicial esta dada por:

d(7.8620x10* +2.4424x10¢ +3.2402x10 )
Vd(0)=111_{‘01 a@

=2.4424% 10-{#}
min

Tomando en cuenta el valor de la constante cinética calculado
anteriormente, se obtiene que el area superficial especifica del s6lido
esta dada por:

s,m

2
o 220 sc03,m
k kg
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Ejemplo 5.2.3. Determine el comportamiento temporal de la fraccion
de sitios cubiertos en un sistema en el cual se considera que la constante
de velocidad de quimisorcién es independiente de la fraccién de sitios
cubiertos, donde:

Aexp[— Eu ] xP=0.8 Lexp(— g)exp(—i =02
RT T, RT RT

suponiendo dos casos:

2) f(0)=(1-6) : g(6)=0
b) /(6)=(1-0) : g(6)=0
Para el caso a se obtiene la ecuaciéon diferencial temporal:

do

= -0.8(1-6)-0.20
dt
6(0)=0

cuya solucién analitica exacta esta dada por:
0(r)=0.8(1—exp(~1))
Para el caso b se obtiene la ecuacién diferencial temporal:

do

= =0.8(1-6)-0.20
dt
6(0)=0

la cual no tiene solucién analitica exacta, por lo que es necesario aplicar
técnicas numeéricas de solucién. En la Figura E. 5.2.3. se muestra el
comportamiento temporal de la fraccién de sitios activos obtenidos para
cada uno de los casos.

s [
0.7 -7

06 -
05 ,

04 4

03 /

02

0.1

0.0
5
t

Figura E. 5.2.3. Comportamiento temporal de la fraccién de sitios activos para
cada uno de los casos considerados ( caso a; caso ab)
Fuente: elaboracién propia.
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Ejemplo 2.2.1. Un s6lido A granulado formado por particulas de
didmetro promedio igual a 2.5 mm se disuelve en 1 litro de liquido
B para una concentracién inicial de sélido igual a 0.5 g/, donde la
densidad del sélido es igual 3 000 kg/m3. El comportamiento de la
concentracién de A en el liquido respecto al tiempo se muestra en la

Tabla E.. 2.2.1.

Tabla E. 2.2.1. Comportamiento observado de la concentracion de solido
disuelto para un area superficial especifica conocida

Ca(g/l) 0 014 032 055 085 1.24 1.74 2.37 3.19 4.24
tmin) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fuente: elaboracién propia.

En un segundo experimento, donde el sélido se granula con particulas
de diferentes tamafios, se repite el mismo experimento para las mismas
concentraciones totales que se emplearon en el primer experimento,
obteniéndose el comportamiento que se muestra en la Tabla E. 2.2.2.

Tabla E. 2.2.2. Comportamiento observado de la concentracién de solido
disuelto

Ca(g/l) 0 0.02 0.05 0.08 0.1 0.4 0.7 0.20 0.24 0.28
tmn 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fuente: elaboracién propia.
A partir de los resultados mostrados en la Tabla E. 2.2.1 y la aplicacién
de técnicas estadisticas, se obtiene:

F(£)=5.3484x102¢* —0.03432¢ +9.8727x10

de tal manera que la velocidad de disolucién, expresada en masa por
unidad de tiempo, se estima como:

()= LY L)

dt \ min
=0.03432-0.10697¢

para tiempo igual a cero se obtiene:

v,(0)= 0.03432(i,j
min

considerando que las particulas son esféricas y del mismo tamafio
el area superficial especifica del solido serd igual al area superficial
especifica de una particula individual, de tal manera que:
6 m’
= =0.8—
dxp, kg

a

s,m
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Ejemplo 1.3.1. Se tiene un sélido compuesto por moléculas de area
aproximadamente igual a 46.70 A% las cuales se enlazan entre si con
una energia igual a 25 000 kJ/mol y se quiere determinar la tensién
superficial y la energia total de la superficie si se conoce que el sélido
tiene forma esférica con un radio igual a 0.09 m. Para responder esta
cuestién se determina el area superficial del sélido:

S=4zr*=0.10179m’

Dividiendo el drea total del solido por el d&rea 4 que ocupa unamolécula
se obtiene el nimero M de moléculas totales:

2
m=S 0P ) 17975107
4, 46.70A

de tal forma que, considerando que el nimero de Avogadro N es
igual a 6.022°10% mol”, se obtiene el nimero de moles totales 7, que se

encuentran sobre la superficie:

n = M_ 3.6195x107"mol
N

t
0

Multiplicando el nimero total de moles por la energia de enlace, se
obtiene la energia total de la superficie es:

E, =nxE,, =9.0488x107kJ

Dividiendo la energia total de la superficie por el area total de esta, se
obtiene la tension superficial de la superficie:
kJ N

7, -E g 8897x10 — =88.897—
S m m
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En estado estacionario se obtiene:

'd XO 3
clzk—l
=t

107, :é);—lo 9
0,=0

_ 1%
2= 0%, |

donde la autocorrelacién temporal esta dada por:

#()=5

& (T) O'”exp(— 21k1)

¢21(T)= ¢12( ) S s kz - (exp( Zrkl)—exp(— (kl +k2)7))

ou

)2

((kl2 + k2 )exp( 21k, )— 2k12 exp(— (kl +k, )r))+ 0y exp(— 21'k2)
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Fuente: elaboracion propia.

P (atm) f
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Ejemplo 1.4.1. El comportamiento del area superficial especifica de
M kg de un sélido que se puede triturar en particulas que pueden ser
consideradas esféricas se determina mediante el siguiente procedimiento.
Primero se estimala cantidad de particulas totales /N; de radio r dividiendo
la masa total de sélido por la masa de cada particula individual:

y después se multiplica el nimero total de particulas por el area superficial
de una particula individual para obtener el area total del sélido:

S =N, (47?)

=p§fu*3 (4772)
M
rp

dividido por la masa total para obtener el area superficial especifica del
solido se obtiene:

Notese que el area superficial especifica de todo el sélido es igual al
area superficial especifica de una particula individual, lo cual se cumple
siempre y cuando todas las particulas del sélido sean del mismo tamaro.
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Ejemplo 2.1.1. Al sumergir 0.08 kg de un sélido granulado de densidad
y peso molecularigual a 800 kg/m®y 67 kg/kg _, respectivamente, en 0.1
litro de agua, se observé una elevacién de temperatura igual a 0.001 °C.
Para estimar el drea superficial especifica del solido, es necesario calcular
el calor de inmersion total a partir del calor absorbido por el agua:

AH 0 = Qg
=p,xV,xC, xAT
=1000X€ x0.11x1%8 0 p01°C

m kg°C
=0.41868J
Dividiendo el calor de inmersién por la masa de sélido, se obtiene el
calor de inmersién desprendido por unidad de masa:

AH. = AHmml

M

total

—5.2335
kg

Tomando en consideracion el valor de la tension superficial del agua,
se obtiene:

7

_5.2335%
0.072

2

=72.688

kg

kg

2
a,, =72.688 " x800-2
’ kg m

2
= 58150.0
m
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de tal manera que la ecuacién maestra se escribe como:
OP(x, y;t _
% = (£ - 1)X,QP(x, ;1)
+(E;1E;l - l)kle(x, y;t)
H{EE] 1)k yP(x. y:1)
P(x,,,;0) =1
El vector asociado al primer momento y la matriz asociada al segundo

momento correspondientes a las probabilidades de transicién por unidad de
tiempo, expresados en funciéon de las variables intensivas, estan dados por:

1([1 ) 0
a =—|| X0+ |kCcQ+|  |6CQ
allo 1 -1

[ x,-Ck
- Clkl - Czkz

: ‘ﬁ@EI“*i,:l“ﬂ”“c‘“*[°1“°1T"”’]

TQ| -Ck  Ch+Cyk,

y el jacobiano correspondiente al primer momento:

k0
YTl ek
1 Ry

El modelo mesoscopico del sistema, que expresa como cambia
temporalmente el valor esperado y las covarianzas, esta dado por el
sistema de ecuaciones diferenciales vectorial-matricial:

dla|_ X,—ck,

dt|c, ck —ck,
i|:0'11 0-12:|=|:_k1 0 :||:O'11 0-12:|
dt|o,, 0y k  —ky||o, opn

-k o7
_{011 Oy :||: 1 :|
o onllk -k
N 1|X,+ck —ck,
Q| —ck, ¢k +c,k,

que puede reescribirse como el sistema de ecuaciones diferenciales
temporales:
% =X, —¢k
%2 =ck —c,k,
% =-2koy, +é(X0 +clk1)
% =0k, — 0,k —oLk, — 5ok

doy, 1
=20,k =20,k + 4 (e k +65k,)
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Tabla 7.1.1. Operadores que se emplean con mayor frecuencia para describir el estado de
un sistema

Operador Variable observada
X :y:z posicién
px=—i%% ' p, =—iﬁ% P, =—i%a% momento lineal
E =-5 (ﬁ)’ Vi=—L (2’}, )2 (ﬁx—zz + gy—i + ;—22 energia cinética
V=/(xy.z) energia potencial
H=E +V hamiltoniano (energia total)
Fuente: elaboracién propia.
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Ejemplo 2.5.1.3. En la Figura E. 2.5.1.3.1. se muestra la imagen original
y la imagen binaria correspondiente a una muestra de 8 g de particulas
de un sélido granulado de densidad igual a 2489 kg/m?.

Al analizar el comportamiento del area y el perimetro de la distribuciéon
de particulas mediante el empleo del Image], se obtuvieron los resultados
que se muestran en la Tabla E. 2.5.1.3.1

Tabla E. 2.5.1.3.1. Resultados obtenidos del analisis de perimetro y el area de la
distribucién de particulas

Pardametro Promedio Desviacién estindar Minimo Méximo
Area 1083 458 502 1993
Perimetro 131 27 87 182
Numero total de particulas 13

Fuente: elaboracién propia.

Las funciones de probabilidad correspondientes, cuyos comportamientos
se muestran en la Figura E. 2.5.1.3.2, son:

2
P(a)=9.9636x10"* exp(—O.S(a_lom J ]

458

2 p-131Y
P(p)=1.6079x107 exp| —0.5 57
La masa promedio de las particulas se determina dividiendo la masa total
por el nimero de particulas:
M, 8

"N 13

P

=0.61538g =6.1538x10 kg

Se determina el valor promedio del area y el perimetro, respectivamente:

2
4,=9.9636x10 [ aexp| 0.5 21083 ) 14, _1147.4
oz 458

_ 2 i p-131Y’
P(p)=1.6079x10 L7 pexp[—o.s(T dp

=132.14
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Ejemplo 1.4.2. Se necesita utilizar un sélido B con 10 % de impurezas
como adsorbente de un producto C cuyas moléculas ocupan un area
superficial igual a ¢ . El s6lido se presenta en forma de particulas esféricas
cuya distribuciéon de tamario responde a la funcién:

n(r) = N,Cexp(~ kr)
qg<r<p

donde #(r) es igual al ntimero de particulas de tamafio 7, ¢ = r___es el
radio minimo, p =r__eselradio maximoy N, es el nimero de particulas
totales. El area superficial total se determina mediante la integral:
S =N, [" 4z’ C exp(- kr)dr
q

47N,C
-5

(exp(- k) (k*q? +2kq +2) - exp(~ kp) (K p* + 24p + 2))

mientras que el volumen total se determina como:

V=N, LP§W3Cexp(— kr)dr

4

- 3”2[—;Cexp(- kq)(q +3k>q” + 6kq +6)

4

—”’]iv—;cexp(— Ip)(k* p* +3Kk* p* + 6kp +6)

el area S que ocupada por 1 mol de ( se determina como:
S c= amN 0
tomando en cuenta que el solido tiene un 10 % de impurezas, la cantidad

total de moles maximo que puede ser adsorbido se obtiene dividiendo el
area total del solido por el area ocupada por 1 mol:

N = (1-0.10)S
SL‘
N = 0.9 4";’0 (ex (— kq)(kzq2 + 2kq + 2)— exp(— Iq))(kzp2 +2kp + 2))
¢ a,N,

por lo tanto, la cantidad maxima de ¢ que puede ser adsorbida por
unidad de volumen del s6lido esta dada por:

n =Y
N 4

. 0.9x3k(e™ (kg +2kg +2)—e™** (kK p* + 2kp +2))

° amNO(e'k"’ (k3q3 +3k°q” + 6kq + 6)—e‘k"’ (/c3’1173 +3k%p* +6kp + 6))

En la Figura E. 1.4.2.1 se muestra el comportamiento de la cantidad
maxima de moles de € que se puede adsorber por unidad de volumen
de solido para diferentes intervalos de tamafio de las particulas, donde
se puede apreciar como la cantidad maxima que se puede adsorber se
incrementa con la disminucién de tamafio de las particulas, tanto para
el valor minimo como para el valor méximo de tamaiio de la particula.
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Ejemplo 3.3.2. Para un proceso compuesto por dos tipos de entidades
microscopicas, x ¢ 9, se asume que los procesos que tienen lugar son:
X Q—x
ky
xX—>y
kZ
y—o

donde la relacién entre los vectores asociados a las variables intensivas

y extensivas es:
G| 1(x
G| Qly

Las probabilidades de transicién por unidad de tiempo y el vector de
cambio correspondiente a cada uno de los procesos son:

W, =X,Q
W, =kx
W, =ky

1
n = 0
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Tabla 7.1.1.1. Unidades que se emplean en los sistemas atémicos y moleculares

Magnitud  Unidades Nombre

longitud a, =0.52x10"%cm radio de Bohr
carga e=4.8x10""esu carga proténica
energia g, =4.35x10""erg  Hartree

masa m=9.01x10"g masa del electrén

Fuente: elaboracion propia.
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de tal forma que el valor promedio de circularidad esta dado por:
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Considerando que la circularidad es igual a la esfericidad se estima el
area superficial especifica del solido granulado:
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Figura E. 2.5.1.3.1. A: Imagen macroscépica original de las particulas; B: Imagen
binaria correspondiente
Fuente: elaboracién propia.
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Figura E. 2.5.1.3.2. Distribuciones de probabilidad asociadas al area (A) y al
perimetro (B) correspondientes a la distribuciéon de particulas
Fuente: elaboracién propia.
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En la Figura E. 2.5.2.1.2. se muestra el comportamiento del area
superficial especifica estimado respecto al volumen de la particula,
considerando la influencia de la rugosidad observada en la escala
macroscopica y microscopica, respectivamente.

As g

09 le’o

Figura E. 2.5.2.1.2. Comportamiento del area superficial especifica respecto al
volumen de la particula tomando en cuenta las irregularidades observadas en la
escala macroscopica (__ )y en la escala microscépica (_ _ ).

Fuente: elaboracién propia.
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Figura E. 3.3.1.2. Comportamiento del valor esperado (A), la varianza (B), la funcién
de autocorrelacién temporal (C) y la magnitud relativa de las fluctuaciones (D)
Fuente: elaboracion propia.
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Ejemplo 2.5.1.1. Para determinar la esfericidad y la circularidad de
una particula de forma ctbica, donde la longitud de los lados es igual a
w, se determina el radio equivalente R, que se corresponde con el radio
de una esfera que tiene el mismo volumen que la particula:

w = i7[R3

R=3 iw
4z

de tal forma que la superficie de la esfera es:

2
S, = 47R* = 47| 3 3 w?
¢ 4r

La superficie del cubo es igual a:
S, = 6w’

de tal forma que la esfericidad est4 dada por:

D= 471-(3\24?3:2)2‘4,2 =0.80600

Para determinar el valor de circularidad, se considera que su proyeccién
en 2D es un cuadrado de lado w, de tal forma que el radio del circulo
cuya area es igual a la de la proyeccién de la particula es:

1
R=——w
Jz

de tal manera que el perimetro del circulo se determina como:

1
P =2mR=2r—w
Jr
el perimetro de un cuadrado se determina como:
P =4w

de tal manera que:

ZE%W 2
O=|—~2—| =0.78540
4w

Notese que para una particula ctibica la relacién entre la esfericidad y la
circularidad esta dada por:

, _ 0.80600
0.78540

El area superficial especifica de un cubo puede ser estimada a través de
la relacién:

=1.0262

48360 48360 6

on = 203V, 0806003/, 3V,
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Tabla 7.5.3.1. Caracteres y representaciones irreducibles del grupo rotacional

Cn E Cz Cn C;n C;n,+l
Lo1=0um 1y exp(-2i)  exp(-224i)  expl-2ti)
L= o 0 0 0

Fuente: elaboracién propia.
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Ejemplo 2.5.1.2. En la siguiente figura se muestra la imagen binaria de
la particula cuya imagen original se muestra en la Figura E. 2.5.1.2.1.

Figura E. 2.5.1.2.1. Imagen binaria de la particula sélida cuya imagen original se
muestra en la Figura 2.5.1.

Fuente: elaboracién propia.
A partir del empleo del Image], se obtiene:

A4, =48093
P, =965.058

de tal manera que la circularidad se determina como:

48093

A
0=12.566—-=12.566 - =0.64889
P 965.058

p
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siendo la primera derivada del primer momento respecto a la variable
intensiva:

da,
== ~(k, +2Ck,)
el comportamiento del valor esperado ¢=(C) y la varianza G de C estan
dados por el sistema de ecuaciones diferenciales:

=G _c(klc+k2)
do = 9k, +2ck, o +L(Cy +clck, +k,))
La solucién de este sistema de ecuaciones diferenciales obtenida mediante
el empleo de métodos numéricos, considerando C, =k, =1y k; = % para
un valor inicial igual a cero, se muestra en la Figura E. 3.3.1.1.

co7 —— var —

L 0.0003
02 /
o |

Figura E. 3.3.1.1. Comportamiento temporal predicho del valor esperado (A) y la
varianza (B) de C considerando C, =k, =1y k =1 para Q=1000
Fuente: elaboracién propia.

En estado estacionario se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas:

{ 0=C,—clkc+k,) }

0=-2(k, +2ck,)o+ L (C, +clck, +k,))

cuya solucién esta dada por:

= [ (L __L
€= 4aya,+1 (Za, +2a0) 2a
_1 1
O =0 %\ Gapa 1

donde:
CO
Ay =—
ky
ook
k,

La funcién de autocorrelaciéon temporal ‘{J(z-) del estado estacionario
esta dada por la ecuacién diferencial:

1 2
Y(r)= a ﬁ exp(— 2k,3/4a,a, + lr)

En la Figura E.3.3.1.2. se muestra el comportamiento de estado
estacionario del valor esperado, la varianza y la funcién de autocorrelacion
temporal respecto a k; considerando C, =k, =1y k; =4 para Q=1000
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