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Presentacion

Las problematicas relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas
son tema de estudio por parte de diversas corrientes tedricas inmersas en la
Matematica Educativa (didactica de la matematica o educacion de las matematicas
desde otras escuelas de conocimiento).

La Matematica Educativa en México, ha estado influenciada fuertemente
por corrientes extranjeras del pensamiento. Sin ellas, habria sido imposible la
evolucion de esta disciplina en nuestro pais. Pero es justamente desde corrientes
latinoamericanas que nuevas visiones toman fuerza. Visiones que buscan integrar
factores socioculturales caracteristicos de nuestras sociedades con nuevas formas de
abordaje de la comprension y la difusion en las aulas. Gantoral, Montiel y Reyes
(2014) evidencian el reconocimiento a nivel mundial de este hecho.

La etnomatematica, en Brasil, y la Socioepistemologia, en México,
dan pauta para las investigaciones mas novedosas en la matematica educativa
latinoamericana y por lo tanto también para gran parte de las innovaciones que se
piensan en el aula dedicada a las matematicas.

En este libro se pretende dar cuenta de la evoluciéon que ha sufrido: la teoria
de las situaciones diddcticas y la teoria de la trasposicion diddctica. Una propuesta de atencion
en el aula que surgi6 de los andlisis realizados con algunas de las herramientas mas
importantes en nuestro campo disciplinar desde hace un par de décadas.

Es importante considerar también, que dado que el conocimiento
matematico se ha constituido y vive socialmente en ambitos escolares y no escolares
(como el mercado, la industria, los laboratorios cientificos y muchos otros espacios),
su difusion dentro del sistema de ensefianza le obliga a una serie de modificaciones
que afectan directamente su estructura y funcionamiento, a la vez que también
se afectan las relaciones establecidas entre los estudiantes y el profesor (Cantoral,
Montiel y Reyes, 2014).

Para la teoria socioepistemologica, la cual respalda este libro, el problema
educativono es el dela constitucion de los objetos abstractos, sino el de su significacion
compartida para el uso culturalmente situado. Por tanto, su objetivo no estara en
modificar, reorganizar o reestructurar la ensefianza de conceptos y procedimientos
algoritmicos de las matematicas con el objetivo de lograr el aprendizaje, sino en
poner en juego un conjunto de practicas socialmente compartidas en el mundo de
experiencias del aprendiz dentro y fuera del aula y a lo largo de todas las actividades
de su vida diaria (Cantoral, Montiel y Reyes, 2014). La teoria socioepistemoligica de la
matemdtica educativa (Cantoral, 2016), se ocupa especificamente del problema que



plantea la construccion social del conocimiento matematico y el de su difusion
institucional. Esta perspectiva tedrica no sélo se ha enfocado en lo que sucede en
el aula, ha ido mas alla, a analizar lo que sucede en otros contextos donde vive el
conocimiento matematico en uso.

La teoria de las situaciones diddcticas (Brousseau, 1986), ha tenido una influencia
determinante en la didactica e investigacién en ensehanza de las matematicas
(la socioepistemologia ha tomado algunos elementos de la teoria de situaciones
didacticas). Esta trata de modelar el conjunto de relaciones expresadas en el aula
de clase entre docentes, alumnos y conocimiento. Una situacion didactica implica
que los conocimientos de los alumnos son conformados por los hechos a los cuales
se enfrentan y dominan progresivamente, en especial por los primeros, susceptibles
de dar sentido a los conceptos y procedimientos que se les quiere ensefnar.

Desde esta perspectiva, ha sido posible rescatar la importancia de las
interacciones entre profesor, los alumnos y el conocimiento, pero desde una
perspectiva dindmica en la que estas interacciones se dan a través del paso por
situaciones de accion, formulacion, validacion e institucionalizacion planeadas por
el profesor para que los alumnos aprendan determinado saber.

Pero, ¢cudles serian las caracteristicas de las interacciones? Se precisa por
tanto, no solo analizar coémo los estudiantes construian conocimiento matematico
a través de las interacciones, sino también indagar qué papel jugaba la interaccién
discursiva del profesor.

Estudiar estas interacciones desde la etnografia permiti6 a este trabajo
(Reséndiz, 2006), analizar lo que sucede en el espacio aulico en donde el profesor
explica, debate, socializa significados y comparte practicas, algo mas que una
exposicion magistral.

Es a través del andlisis de la manera en que se introduce y desarrolla la
nocion de variacion en el aula, el cual no es un tema en el curriculo, sino una
practica que subyace al estudio del calculo en una escuela de ingenieria, se da
cuenta del fenémeno de envejecimiento en la fase de institucionalizacion. Este
fenémeno da cuenta de cémo las interacciones entre alumnos y maestros regulan el
envejecimiento de las situaciones de ensehanza, sin las cuales el profesor recurriria
a la mera definiciéon de un concepto.

La escuela de nuestros dias es uno de los escenarios basicos para la
socializacion de las personas. Por ello, el proceso de aprendizaje no sélo es
el resultado de las acciones de los alumnos, sino también de las acciones en un
proyecto de ensenanza y de aprendizaje donde estudiantes y profesores colaboran
interrogandose y escuchandose mutuamente, dentro de una actividad que tiene
sentido para ellos. En suma, consiste en una manera de entender el proceso de



ensenanza-aprendizaje como uno que incorpora practicas socioculturales o de
cooperacion social, no sélo como un proceso de transmision de informacion entre
emisor activo y un receptor cuya actividad consiste en seguir disciplinadamente las
estrategias que alguien, por encima de ¢l, ha impuesto por ser el experto (Huertas y
Montero, 2001).

El discurso educativo como comunicaciéon se origina y desarrolla en
estrecha relacion con el estudio de la interaccion didactica. Esta perspectiva se
apoya en la nociéon de comunicacion y en la consideracion primordial del lenguaje
en la comunicaciéon humana. Es decir, el lenguaje se concibe como un vehiculo
de comunicacion (Rebollo, 2001). Si se admite que la ensefianza es un espacio de
comunicacion, el discurso es el medio que transporta la mayoria de los aprendizajes
generados en el salon de clase. Los aspectos del aula estan poblados de diferentes
lenguajes que unos emiten y otros intentan interpretar correctamente, desde un
punto de vista ideal. Ello conforma ese espacio comun para el entendimiento mutuo,
para cierta negociaciéon de conocimientos y para la formacion de significados
compartidos. En tal sentido, ensefiar consiste fundamentalmente en comunicar
(Edwards y Mercer, 1987), de ahi se sugiere analizar lo que se dice y como se
describen las cosas en clase.

El estudio del discurso escolar permite afirmar que toda institucion
social es un sistema de comunicacion, ya que determinadas caracteristicas de las
instituciones docentes hacen de la comunicacién un elemento decisivo. Si se asume
que la interaccion verbal se hace posible por la comunicacion, el lenguaje aparece
como un aspecto fundamental en el proceso de construccién y asignaciéon de
significados. Es necesario asignarle el papel del lenguaje verbal y no verbal un lugar
privilegiado en la construccion del conocimiento y en las diversas maneras en que
los maestros crean contextos comunicativos en el aula, para apoyar a los estudiantes
en la construccion conjunta de la comprension de la matematica escolar (Reséndiz,
2006; Aparicio y Cantoral, 2006, Forero, 2008).

Para ello, se opta por fijar la atencion en el papel que juega la explicacion
en la clase de matematicas cuando se pretende ensenar conceptos y procesos
matematicos ligados con la nociéon de variacion, ya que el discurso explicativo es
el espacio donde se construyen e interpretan los significados, tomando en cuenta
la interaccion de naturaleza social que se realiza en la escuela. La construccion del
conocimiento durante la interaccion requiere del lenguaje usado socialmente, que
en esta investigacion se describird como discurso.

La intencién es comprender las pautas complejas de interacciéon que se
suscitan para construir conocimiento entre profesores y alumnos (Reséndiz, 2010),
algo necesario como punto de partida para cualquier propuesta que pretenda
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mejorar la enseflanza del calculo en su contexto real. Partiremos del presupuesto
de que, aunque la practica de ensefiar es seguramente una de las mas antiguas
de la cultura humana, su estudio sistematico y comprension, en el caso particular
de la matematica, representa una de las areas de mas reciente desarrollo en la
investigacion educativa; por lo cual, se consider6 pertinente realizar un trabajo que
colaborara en esa direccion.

Los contextos escolares estan formados por una trama de relaciones entre
el profesor, los alumnos y el contenido curricular. Tales factores necesitan ser
abordadas en sus multiples articulaciones para entender los aspectos del proceso de
construccion de conocimiento.

Este libro aborda los contextos comunicativos en el aula y las explicaciones
en la clase de matematicas.



Capitulo 1

Problematica en la
ensenanza del calculo y la
importancia de la variacion

1. La problematica en la ensefanza del calculo

La matematica universitaria, sobre todo en las escuelas de ingenieria, el calculo es la
materia a la que mas tiempo dedica el curriculum, este estudio se sitia en una pers-
pectiva un tanto distinta, al examinar las condiciones particulares del funcionamien-
to del sistema didactico, donde la intencion es comprender las pautas complejas de
interaccion que se suscitan para construir conocimiento entre profesores y alumnos,
algo necesario como punto de partida para cualquier propuesta que pretenda mejo-
rar la ensenanza del calculo en su contexto real.

Se parte del supuesto de que, aunque la practica de ensenar es seguramente
una de las mas antiguas de la cultura humana, su estudio sistematico y comprension,
en el caso particular de la matematica, representa una de las dreas de mas reciente
desarrollo en la investigacion educativa. Por lo cual, consideramos pertinente realizar
un trabajo que colaborara en esa direccion.

Los contextos escolares estan formados por una trama de relaciones en-
tre el profesor, los alumnos y el contenido curricular. Tales factores necesitan ser
abordados en sus multiples articulaciones para entender los aspectos del proceso de
construcciéon de conocimiento.

El célculo es un tema que se encuentra en un nivel avanzado dentro de
la jerarquia de los conocimientos en matematicas. Se halla entre la matematica
elemental (aritmética, geometria, algebra), propia de los ciclos basicos y medio su-
perior del sistema educativo mexicano, y los temas de matematicas avanzadas (ana-
lisis, ecuaciones diferenciales, variable compleja), caracteristicos del nivel superior.
Aunque el énfasis y profundidad se establece segin la licenciatura o ingenieria, casi
cualquier curriculum universitario contiene, al menos un curso de calculo. Por tal
motivo, es el paradigma de la educacién matematica superior (Farfan, 1992), pero
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también constituye el de mayor indice de reprobacion, de ahi que sea preciso dirigir
los esfuerzos de investigadores en educacién matematica hacia la diagnosis y solu-
ci6n del problema, cuyo panorama se ha tornado grave.

Asimismo, el calculo ocupa un lugar primordial en el nivel superior. Sus vinculos
con la matematica elemental y su papel en matematicas y ciencia lo hacen un conjunto
de conocimientos con valor tedrico y empirico indispensable en la educacion tanto de las
ciencias exactas como de las humanidades; sin embargo, es uno de los factores causales
de la desercion estudiantil en instituciones publicas y privadas del pais (Albert, 1996).

El calculo es la herramienta matematica que ha servido para describir los
fenémenos de un mundo cambiante, e incluso se ha dicho que constituye la matema-
tica del cambio y la variacion. Pero tradicionalmente el célculo ha sido entendido y
enseflado como el estudio de los procesos inversos de derivacion e integracion en un
contexto simbolico.

Debido a que la ensenanza de los principios del calculo ha resultado siempre
problematica, generalmente se ensefia a los estudiantes a realizar, por ejemplo, de
forma mecanica, alguna regla para evaluar una funciéon o calcular una derivada y
a resolver algunos problemas estandar. Asi, se ha centrado en evaluar solo las habi-
lidades adquiridas en este dominio, es decir, una practica algoritmica y algebraica
del calculo. Se dice que, con este tipo de ensefianza, ha disminuido sustancialmente
el porcentaje de reprobados, pero no ha logrado que los estudiantes comprendan de
manera satisfactoria los conceptos y métodos del pensamiento propios del calculo.

Artigue (1991) ha reportado que los estudiantes tienen un dominio razo-
nable de algoritmia algebraica, en términos de calcular la derivada como minimo
para las funciones simples, y dan un significado minimo a los simbolos usados, por
ejemplo dy/dx.

Otro tipo de ensenanza del calculo consiste en que los alumnos se apropien
de las ideas fundamentales de esta rama de las matematicas, presentandoselas de una
manera formal y rigurosa. Entonces, se consideran dos extremos para su ensenanza:
algoritmico y formal. De alguna manera, los dos llevan a un manejo que carece de
significados y, por ende, se reflejan en los altos indices de reprobacién.

Aunque, en la ltima década, el célculo se ha visto afectado por la presen-
cia de medios electrénicos en educaciéon y ha incorporado el enfoque numérico, la
simulacién y medicién en tiempo real de fenémenos de variaciéon gran cantidad de
los maestros de matematicas se concretan a “presentar” los contenidos de manera
tradicional (definicién, ejemplo, teorema, demostracion, ejemplos, etcétera), de ahi
que exista actualmente un problema grave para su ensefianza y aprendizaje. La va-
nacion es una nocion fundamental para el desarrollo del calculo; sin embargo, no es
un objeto explicito del curriculum.



2. La variacion, centro de discusion

Partiremos de la premisa basica de que, en la naturaleza, lo tnico constante es el
cambio. Los seres vivos cambian incesantes, el torrente de los rios y de las tempesta-
des fluye en permanente metamorfosis, los vientos desplazan gigantes y multiformes
nubes, los pensamientos crecen y mueren mas alla de nuestros ojos, la cantidad de
circulante en una economia fluctia de un momento a otro, los planctas se enfrian y
se calientan en un proceso ciclico, la sangre corre por las venas, la energia se trans-
formay, con ella, se perciben los distintos estados de un proceso de modificacion, los
puentes vibran; en fin, un vasto tejido de situaciones de cambio escenifican nuestra
cotidianeidad. Este cambio, como parte de la realidad, resulta independiente de la
conciencia, pero, solo a través de ella, lo hacemos parte de nuestros conocimientos.
Va primero de lo sensorial a lo perceptual, lo concebimos como un primer estadio
de abstraccion para apropiarse de lo real y, finalmente, lo creamos en un mundo
de objetos abstractos en el que adquiere sentido a través de otros objetos y de sus
relaciones. En ese mundo de entidades ideales, las nociones y conceptos hacen que
aparezca con la ayuda de sus representaciones.

El cambio que caracteriza a la naturaleza esconde, bajo su intrincado aspec-
to desordenado, un robusto sistema de regularidades que han capturado el interés
de grandes colectivos humanos durante distintas épocas y bajo diversos programas
de investigacion. Basta revisar fugazmente la literatura cientifica para encontrar que
Newton, Euler, Clairaut, Feynman, Maxwell, Aristoteles, Oresme, Galileo, Laplace
o Einstein trataron sistematicamente con las situaciones de cambio.

A manera de ejemplo, centremos la atencién en el movimiento. Diremos
que existe en la naturaleza independientemente de la conciencia, ya que es un pro-
ceso autonomo a nuestras elaboraciones teodricas; sin embargo, nuestra vision del
movimiento requiere de inventar una nocién nueva, el cambio, con el que podemos
enfocar los sucesivos estados como un primer nivel de elaboracién teérica, una abs-
traccion de primer orden.

Este cambio, que ha abstraido del movimiento un aspecto, el de sus estados
sucesivos, puede ser sometido a un nuevo proceso de abstraccion de segundo orden
y conducir entonces a una nueva elaboracion teodrica, a la que llamaremos variacion
(Cantoral, 1997). De este modo, la nocién de cambio da lugar a la de variacion, la
cual describe las cualidades del cambio y nos proporciona elementos para saber su
proceso de transformacion. En tal sentido, la variacion trata de la medida de los
cambios.

Si elegimos un sistema de representacion externo especifico, es posible
interpretar la variacion de modos diversos, ya sea mediante férmulas, graficas,
dibujos y diagramas verbales o descripciones verbales metaforicas.
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Al principio, las representaciones graficas eran solo cualitativas, como la de
Oresme.

2.1. Oresme (1323-1382) y la latitud de las formas: la variacion
Tal vez el trabajo mas original y completo sobre la intensificaciéon y disminucién
de formas y cualidades fue el desarrollado por Oresme en su obra De configurationbus
qualitatum et motuum, donde expone un método para representar, mediante una figu-
ra geométrica, la intensidad de una cualidad de un objeto. De esta manera, logrd
poner al servicio del estudio de la variacion algunos recursos de la geometria.
Veamos lo reportado en Moreno (1991). Para Oresme, el estudio de un
cuerpo se compone de dos tipos de mediciones: las extensionales (globales), como el
peso del cuerpo, y las intencionales (puntuales), como la temperatura. En este caso,
la medicién es puntual; cada “punto” del cuerpo tiene asociada una temperatura.
Oresme, en primera instancia, se propone construir un modelo geométrico que le
sirviera para medir. En el capitulo “Sobre la continuidad de la intensidad”, (véase
Clagett, 1968) nos dice:
Toda cosa medible, excepto los ntimeros, puede representarse mediante una
cantidad continua. Por lo tanto, para la medicion de tales cosas es necesario que
podamos representar los puntos mediante las lineas y superficies [...] porque en

estas entidades geométricas pueden hallarse las mediciones como sus razones.

En el modelo geométrico de Oresme, la teoria de las proporciones constituye el campo
operatorio para confrontarnos con el problema: representar para calcular; ademas,
estan presentes las concepciones aristotélicas del continuo. Por eso habla de los pun-
tos de una recta como “una ficcién necesaria” para representar un lugar del cuerpo
sobre el cual se hace una medicién intencional, que puede representarse mediante un
segmento, de preferencia perpendicular al cuerpo, alli donde se realiza la medicion.

Representacion de la medicion
hechaen P

Representacion del cuerpo



Claro que la medida de la intensidad (en P) corresponde a la magnitud del segmento;
tal longitud es la latitud de la intensidad. Al realizar mediciones intencionales, le
interesa sobremanera a Oresme (Clagett, 1968) la consideraciéon simultanea de
todas las latitudes: “Toda cualidad lineal esta representada mediante una superficie
[...] la cantidad de esa superficie designa la intensidad de dicha cualidad”. Para €l,
la consideracion simultanea de todas las latitudes (lo que llama “la latitud de una
forma”) es el camino de acceso al estudio de la variacion.

Cabe aclarar que la “cantidad de una superficie”, se refiere a la coleccion
completa de las latitudes de intensidad, a una superficie compuesta por todos los
segmentos que representan mediciones de intensidades: una especie de integracion
(Zubieta, 1996).

Ademas, Oresme introduce los términos “uniforme” para referirse
a una cualidad cuyas latitudes no cambian con el tiempo -son constantes- y
“uniformemente diforme”, para designar una cualidad cuya latitud es variable,
pero su razéon de cambio con respecto al tiempo resulta constante. Sin embargo, no
restringe su estudio a estos casos porque también aborda el siguiente problema: si
la aceleracion es “diforme”, entonces la velocidad es “diformemente diforme”, hay
movimientos donde la aceleraciéon del moévil no es constante.

Podriamos interpretar esto como una forma de representacion puesta al
servicio de una forma de calcular. Se ilustra lo anterior con el teorema siguiente,
que aparece en la obra de Oresme (Clagett, 1968):

La distancia recorrida por un cuerpo partiendo del reposo y moviéndose con

aceleracion uniforme es la misma que la que un cuerpo recorreria, si se moviera

en el mismo intervalo de tiempo con una velocidad uniforme, la cual es un medio

de la velocidad final, de la del primer cuerpo.

Oresme hace un estudio de la variacién, autbnomo de cualquier contexto fisico. De
hecho, sus representaciones eran totalmente imaginarias y cualitativas, jamas las
verific6 mediante mediciones. Galileo (1564-1642) introdujo lo cuantitativo en las
representaciones de Oresme (René de Cotret, 1988).

Descartes (1596-1650) pens6 en los términos de una ecuacidén como
funciones entre variables y, sobre todo, cuando facilité una posibilidad para
representar figuras graficas de las situaciones y relaciones fluidas.

Newton (1642-1727) y Leibniz (1646-1716) realizaron una prodigiosa
creacion, denominada en la actualidad cdleulo, que por primera vez permitié el
analisis matematico de todo movimiento y cambio (Bergamini, 1983). En calculo, ellos
combinaron la técnica de la division en las partes pequenas de los griegos y el
sistema grafico de Descartes, para crear un maravilloso instrumento mental con el
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fin de que operara en una ecuacion para llegar a los infinitésimos. El calculo probd
su efectividad tan rapidamente que, en unos cuantos anos, Newton lo utiliz6 para
establecer las leyes del movimiento y de la gravitacion.
Bergamini (1983), en un texto de divulgacion cientifica, describe las distintas
clases del cambio que pueden analizarse en el calculo, como:
- La variacion en estudio puede ser tan dramatica como la velocidad acumulable
en un cohete dirigido al dejar su base o tan suave como la pendiente variable de
una carretera de una montafia
- Puede ser tan visible como los kilos que se anaden a la que en un tiempo fue una
esbelta cintura o tan invisible como los altibajos en una linea de potencia
- Puede ser tan sonora como el crescendo de un concierto de Beethoven o tan
silenciosa como la concentracién paulatina y en suave aumento de la fuerza de la

corriente del agua embalsamada

2.2. El calculo y el movimiento

Cuando los grandes matematicos del siglo XVII, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm
von Leibniz desarrollaron el célculo' como una forma de medir el movimiento
estaban, en clerto modo, introduciendo en las matematicas el principio de las
peliculas de cine. De la misma forma que una pelicula consiste en la repeticion
de fotografias de un objeto, el calculo transforma el movimiento en “naturaleza
muerta” que puede ser observada “figura por figura”.

Al inventarse el calculo, los matematicos podian tratar a un objeto en movi-
miento como un punto que describe una trayectoria a través del espacio y, “detenien-
do la accion”, calcular la velocidad del objeto y la aceleracion en un mundo especi-
fico. La Tierra en la que vivimos estd en movimiento, como también las moléculas
del aire que respiramos. Por medio del célculo, tales movimientos pueden definirse a
pesar de que no pueden verse. Aunque algunas de sus abstracciones son tan dificiles
como cualquier cosa en matematicas, el calculo esta basado en algunas ideas simples.

El célculo constituye la herramienta matematica que ha servido para
la descripciéon de los fenémenos de un mundo cambiante; se ha dicho que es la
matematica del cambio y la variacion.

Como ya hemos afirmado, la variaciéon es fundamental en los diferentes
conceptos del céalculo, forma parte esencial de la articulacién de todo discurso
didactico del calculo (esta dentro del concepto de funcidén, derivada, etcétera); sin
embargo, no es un objeto explicito del curriculum en tanto definicibn matematica.

'El célculo se utiliza para “aislar” mateméticamente movimientos complejos y analizar un proceso

cambiante fase por fase. (Bergamini, 1983)



Se podria decir que el calculo estudia lo que varia y como varia. El primer objeto
(lo que varia) lo identificamos como las funciones, el segundo (como varia) serian las
derivadas y diferenciales de esas funciones (Solis, 1999).

Habremos de notar que la nocién de variacion esta ausente en las definicio-
nes matematicas modernas de los conceptos. Aqui se ejemplifica con el concepto de
funcion:

Zill (1987). Una funcién de un conjunto A en un conjunto B es una regla
que hace corresponder a cada elemento de A, cuando mas un elemento de B.

Sin embargo, basta retroceder un poco en la historia para encontrarla en
las distintas definiciones que se han dado del concepto.

Cauchy (1821). Cuando unas cantidades variables estan ligadas entre ellas
de tal manera que, dando el valor de una de ellas, se puede deducir el valor de las
otras, concebimos de ordinario estas diversas cantidades expresadas por medio de
una que toma el nombre de variable independiente y las otras cantidades expresadas
por medio de la variable independiente son las que llamamos funciones. (Phili, 1988)

Euler (1755). Unas cantidades dependiendo de otras, de manera que, si las
otras cambian, estas cantidades también cambiaran. (Youschkevitch, 1976)

Bernoulli (1667-1748). “Llamamos funcién de una magnitud variable a
una cantidad compuesta de cualquier manera que sea de esta magnitud variable y
de constantes (Cantor, 1986).

Esinteresante constatar que, en las dos definiciones del concepto de funcién,
las nociones centrales son la variaciéon y la dependencia: la correspondencia esta
presente mas de forma implicita. Posteriormente, entre mas nos acerquemos a
las definiciones modernas, mas se vera desaparecer gradualmente la variacion y
después la dependencia, de la cual uno puede encontrar algunos trazos con la regla
de correspondencia para, finalmente, quedar en una correspondencia pura.

3. La investigacién
El pensamiento y el lenguaje variacional describen, genéricamente, un programa
de investigacion en marcha, que considera diversos acercamientos metodologicos
con los que busca entender como es que se construye o se forma progresivamente el
pensamientoy ellenguaje variacional enlos estudiantes, profesores y grupos escolares.
La investigacion general tiene por objeto alcanzar un mayor entendimiento del
funcionamiento de nuestro propio sistema escolar para buscar incidir con mejoras
didacticas en lo futuro (Cantoral, 2013a).

En la investigaciéon se abordaron ciertas fases de la enseflanza en clase
que son explicitamente reservadas al discurso oral del profesor, y que atafien a la
exposiciéon de conocimientos nuevos (institucionalizacion).
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Este trabajo intenta comprender las tramas de relaciones entre el profesor,
los alumnos y el contenido curricular. Por ello, dado que se ha considerado al profesor
como el portador del saber que habra de escenificarse en el aula, se emprendi6 un
amplio estudio sobre las formas en que los maestros desarrollan un conocimiento
especifico acerca de la manera de ensefiar su materia, cuando requieren de tratar
una idea matematica fundamental para el calculo: la variacion.

Asi, una forma de abordar el estudio sobre la ensenanza de la variacion es
por medio del discurso en el aula, donde la palabra se utiliza la mayor parte del tiempo.
La comunicacion vy, especificamente, las interacciones docente-alumno y alumno-
alumno se consideran en la actualidad la base del proceso de aprendizaje (Tusén y
Unamuno, 1999). Una de las maneras de tener acceso a la informacién sobre como
se introduce y se desarrolla la nociéon de variacion consiste en analizar el discurso
del profesor, pero también el de la interaccion social que se realiza en el aula escolar.
Por lo anterior, se delimita el estudio a través de las siguientes preguntas:

» :Cudl es el papel que juega la variacion en el discurso del profesor?
* :Qué sucede con la nocidn en la interaccion?

Las preguntas se plantearon en un estudio de campo, cuyo diseno y particularidades
se describiran posteriormente. Valelapenaaclarar que el analisis de lasintervenciones
de los docentes toma en cuenta también las opiniones de los alumnos y la estructura
del contenido, ya que ambos acthan como referentes de sus contribuciones y el
significado depende del contenido interactivo. El objetivo principal del libro es
localizar y analizar las maneras cdmo se introduce y desarrolla la nocion de variacién en situacion
de ensefianza en el nwel superior. En particular se centrara sobre funcion y derivada,
ya que aqui aparece evidente la nocién de variacién y, ademas, se tomaran como
modelos para estudio.



Capitulo 2
Estudios de
interés particular

1. El Discurso
El interés de algunos investigadores (lingtiistas, soci6logos o didactas) por el discurso
de los profesores en la clase no es nuevo; varios trabajos lo abordan. Sin embargo,
la complejidad de este tipo de discurso y la dificultad de encontrar un buen cuadro
para analizarlo es, sin duda, el origen de que a pocas investigaciones se les ha
seguido la pista en el campo de las matematicas (Josse & Robert, 1993).

Pero en anos recientes algunos documentos de investigacion, en el campo
de la educacién matematica, han atendido a los términos de discurso, comunicacién e
interaccion verbal en las lecciones matematicas. La dificultad de investigarlos estriba en
suponer que constituye un problema metodologico mayor para todos los proyectos
de investigacion observados en el aula. Hasta cuando no es posible esperar un
acuerdo general sobre una metodologia de analisis, se asume una actitud comun
que puede ser un rechazo de esquemas estandares del analisis del discurso (Sfard,
2002). En otras investigaciones, se aprecia que no hay una metodologia tnica;
por ejemplo, Bartolini Bussi (1998) emplea una que se enfoca principalmente
en la coherencia entre los motivos generales (metas a largo plazo) de la actividad
de ensenanza y las decisiones del maestro acerca de las actividades y estrategias
comunicativas adaptadas durante la interaccion en el aula (andlisis no refinado, andlisis
refinado, andlisis a corto plazo). Mientras Rebollo (2001), afirma que es importante
rescatar e incorporar el discurso como herramienta cientifica, situdndola tanto
desde campos disciplinares y tradiciones teéricas consolidadas. El marco y contexto
cientifico en que se sitda el discurso le otorga credibilidad en la construccion del
conocimiento en la investigacion educativa.

Anna Sfard (2002) propone un método comunicacional para la cognicion, en el que
se estudia un sistema que permite estar en sintonia con las interacciones donde se
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origina el cambio. El discurso a ensefiar se desarrolla con base en los discursos en los
que se sostiene que los ninos ya tienen conocimiento: el maestro nunca parte de cero.

Seeger (2001) considera la perspectiva etnogrdfica, ya que afirma que la relacion
entre el contenido y las formas de una cultura juega un papel importante; aqui,
la nocién de cultura aparece como un concepto hibrido multiple. El se propone
estudiar a dos profesores que aceptaron probar un material para estudiantes con
discapacidades de aprendizaje, el cual enfatizaba la importancia del conocimiento
relativo a las matematicas y los problemas para relacionar el conocimiento y los
procedimientos matematicos con la experiencia concreta, postulando a la necesidad
de discutir e intercambiar ideas como un aspecto capital de la actividad matematica.

Dichos trabajos, independientemente de la metodologia, dejan en claro
que el discurso matematico escolar debe permanecer siempre como una parte del
discurso cotidiano. Ademas, la comunicacién contintia siendo un tema central en
la reforma de la educaciéon de las matematicas (NCTM, 1998; 2000); sin embargo,
aun hay muchas preguntas que deben ser contestadas con relacion al discurso en el
aula y acerca de los factores que contribuyen al desarrollo del discurso matematico
(Ball, 1991, Silver & Smith, 1996).

Consideramos importante citar los trabajos de Pimm (1991), que se centran
en el discurso del profesor en la clase de matematicas y dan idea sobre la importancia
de la metacomunicacion. Las matematicas, generalmente, se consideran como
un cuerpo de conocimiento individual y socialmente construido y como lenguaje
especializado para comunicar diversos aspectos de nuestro mundo (Pimm, 1991).

Para Pimm, el lenguaje no sélo desempena un puesto central en educacion,
sino también constituye un hecho central en la vida social al estar en juego las
actitudes y creencias mas profundas de las personas porque, a través del lenguaje, se
mantienen y reconocen las identidades personal y social. Pimm da un importante
paso en tal contexto mediante el analisis del discurso, hablado y escrito, en el caso
concreto de las matematicas (aritmética y algebra).

Otras obras abordan el tema, como El discurso en el aula (Cazden, 1991),
donde interesa en la medida en que, a través de tal elemento, podamos observar
desde dentro las circunstancias sociales de la clase y, consecuentemente, la capacidad
de asimilacién de los alumnos. El estudio del discurso escolar permite afirmar
que toda instituciéon social es un sistema de comunicacion, ya que determinadas
caracteristicas de las instituciones docentes hacen de la comunicacion un elemento
decisivo.

Candela (1999) se fija en la reconstrucciéon que hacen los alumnos de
su experiencia con el mundo fisico durante las clases de ciencias. Analizan las
explicaciones, justificaciones y argumentaciones que unos nifios de clase baja de



una zona urbana marginal elaboran durante la intervenciéon discursiva con los
docentes en el aula de una escuela primaria oficial. Una de las formas de tener
acceso a la informacion sobre las caracteristicas de este proceso de creaciéon de una
cultura cientifica es investigar el discurso en la interaccion social que se realiza en la
escucla.

Mientras que, Mopondi (1995) profundiza en los efectos que tienen las
explicaciones en clase sobre los comportamientos de los alumnos, y hace un estudio
comparativo entre un método clasico de enseflanza y uno mds constructivista.
Sierpinska (1994) establece una diferencia entre las explicaciones cientificas y las
didacticas. Las cientificas, cuyo objetivo es llegar a unas bases mas conceptuales del
entendimiento, son encontradas en la mayor parte de la ciencia, mientras que las
didacticas, que se dirigen a unas bases familiares del entendimiento (una imagen o
solo algtin conocimiento previo y experiencias), frecuentemente son llamadas asi en
el ambito de la ensefianza. Estas las tomaremos en cuenta para nuestro estudio.

Por lo que respecta al trabajo de Josse & Robert, Introduction de ["homothetie
en seconde, analyse de deux discours de professeurs (1993), presentan la aplicacion de un
método de analisis del discurso (audiograbado) de dos profesores de matematicas en
dos clases diferentes, una sesion es introductoria al trabajo sobre la homotecia que
habian preparado en comun.

Se comparan los discursos de los dos profesores y, a pesar de su preparacion
comun, se observaron diferencias de desarrollo vy, sobre todo, en la manera de dar
pautas a los alumnos, al valerse de referencias distintas.

Bartolini Bussi (1998) estudia la interacciéon verbal en el aula influenciada
por ideas vygotskianas, al realizar un experimento de ensefianza de coordinacion
de perspectivas espaciales, y discute una metodologia de analisis para las
transcripciones. Observa que el doble movimiento entre el sentido personal de
un concepto y el significado matematico compartido resulta crucial para que
el aprendizaje se lleve a cabo; el papel del maestro y los estudiantes determina
su surgimiento (esta experiencia se efectud con nifios de primero y segundo de
primaria). La consideracion de que el proceso de enseianza-aprendizaje enfatiza la
importancia de las interacciones en el aula y el contenido matematico que se esta
discutiendo da pie a su estudio y, en nuestro caso, la investigacion de la naturaleza
de esas interacciones y como el contenido matematico (o significado compartido de
conceptos) influye en el desarrollo de las discusiones.

En el caso de Sfard, (2002) analiza dos aulas donde el aprendizaje de un
nuevo tema matematico de ensefianza apenas ha comenzado. En la primera clase
(séptimo grado) se introduce el concepto de nimeros negativos, y en la segunda
(primer ano) los alumnos empiezan a aprender geometria basica.
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La experiencia del discurso a ensenar se desarrolla con base en los discursos
ya conocidos por los ninos. Los estudiantes deben tener primero una idea de un
objeto matematico nuevo, después dar un nombre a su idea y eventualmente
practicar su uso; se muestra la imposibilidad de ensefar un discurso nuevo sin
realmente hablar sobre sus objetos desde el primer momento.

Elinterés creciente en los contextos sociales de la cognicion ubica al lenguaje
como el medio que une lo cognoscitivo con lo social (Cazden, 1990). Tal es el caso
de los estudios citados en Candela (1990), que exploran la relacién entre cultura,
lenguaje y cognicidn, los cuales ven al desarrollo cognoscitivo y lingiiistico como
una forma de socializacién y aprendizaje cultural. En otros trabajos, se concibe al
lenguaje como una mediacién cultural para el pensamiento y la accién expresados
en practicas cotidianas (Edwards y Mercer, 1987).

Algunas posturas dentro de la psicologia social e historico-cultural (Vygotsky,
1984; Wertsch, 1991) proponen que el lenguaje es un medio para desarrollar el
pensamiento. Para Vygotsky?, la comprensiéon del mundo fisico esta fuertemente
influida por categorizaciones sociales que se interiorizan de cierto contexto cultural.
Si se entiende al lenguaje como un sistema de recursos para construir significados,
entonces el estudio del discurso en el aula atiende al significado que se construye en
el contexto de la interaccion (Stubbs, 1983).

Stubbs (1993), resumiendo el trabajo de Barnes (1969) sobre el lenguaje de
clase, dice:

El profesor puede considerar que el lenguaje propio de su materia tiene la funcion

intelectual de facilitar la expresion de los conceptos. Pero su lenguaje tiene también

la funcién sociocultural de apoyar su papel como docente. Y desde el punto de
vista de los alumnos, cada nuevo término puede revestir una funcion sociocultural
predominante: es “el tipo de cosas que dice mi profesor”. Barnes indica aqui una
fuente de interferencia sociolingiistica entre alumnos y profesores que tienen
distintas ideas sobre las convenciones estilisticas. O sea, el docente puede utilizar
un determinado tipo de lenguaje, no porque su uso depende de una convencion.

Pero es dificil que los alumnos compartan esas convenciones

2 El desarrollo del pensamiento estd determinado por el lenguaje; es decir, por las herramientas
lingiiisticas del pensamiento y la experiencia sociocultural del nifo. Esencialmente, el
desarrollo del lenguaje interiorizado depende de factores externos; el de la logica del nifio es

una funcién directa del lenguaje socializado (Vigostsky, 1962).



La existencia de este lenguaje oficial en matematicas y la preocupaciéon de muchos
profesores para que lo utilicen sus alumnos constituyen uno de los muchos obstaculos
que pesan sobre el fomento a una auténtica discusion. El profesor podria tratar de
crear con su clase un lenguaje coman y un conjunto de significados que alli tuviesen
sentido (Pimm, 1990).

Citado por Flores (1995), A. & Sowder, (1995), Pirie (1988) senalan que los
estudiantes aprenden conceptos matematicos no por sus experiencias con materiales
concretos, sino por sus reflexiones acerca de tales vivencias. La importancia del
lenguaje y el pensamiento no es, desde luego, un descubrimiento reciente; Piaget
(1973) afirmo6 que la participacion de los nifios en conflictos sociales tales como
las discusiones desarrolla sus habilidades de ver con perspectiva, fomentandose el
crecimiento cognitivo. Vigotsky (1962) subray6 el papel del lenguaje social en el
auge del pensamiento y Bishop (1985) enfatiz6 en la importancia de la construccion
social del significado para la educacion matematica.

2. La importancia del discurso
El discurso matematico en el salén de clases proporciona un escenario al maestro
y los alumnos para representar, pensar, hablar, estar de acuerdo y en desacuerdo,
como explica Ball (1991):
Discurso se utiliza para subrayar los modos en que el conocimiento se construye e
intercambia en el salon de clases. (Quién habla? ;Acerca de qué? ;Dé que manera?
:Qué preguntas son importantes? ;De quién se aceptan ideas y modos de conocer

y de quién no?, etcétera

El profesor genera las relaciones sociales, el sistema de comunicacion que dispone
para la reflexion y el proceso mediante el que los alumnos relacionan un nuevo

conocimiento con el anterior, valiéndose del discurso (Cazden, 1990).

Segin Eisenhart (1988), todas las actividades de los humanos son esencialmente
sociales y forman significado. Desde la perspectiva etnografica, “los significados y
acciones, contexto y situacion estan ligados y no tienen sentido en aislamiento unos
de otros. Los hechos de la actividad humana son construcciones sociales; existen sélo
por acuerdo social o consenso entre los participantes en un contexto o situacion”.
De acuerdo con Cobb, Yackel y Wood, (1992), el papel del maestro es
“facilitar la discusion matematica entre los alumnos”, mientras que al mismo
tiempo actia como participante que puede legitimar ciertos aspectos de su actividad
matematica y sancionar otras. Ademas, el papel del maestro como facilitador
ayuda a los alumnos a expresar su pensamiento matematico, a que conceptualicen
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situaciones de maneras diferentes y se desarrollen matematicamente (Cobb, Yackel
y Wood, (1992); Merkel (1990)).

El discurso en el salon de clase proporciona al maestro un medio para
entender las necesidades sociales. Jungwirth (1991) sefala que el conocimiento
matematico y el lenguaje se construyen oficialmente durante la interaccién entre los
estudiantes y el profesor. A través del discurso, los alumnos llegan a darse cuenta qué
es lo que se considera importante y como se debe comunicar. Asi, el conocimiento
matematico no necesita estar expresado en un lenguaje matematico tradicional.

Cuando los alumnos colaboran hacen mas que combinar procedimientos
para desarrollar una soluciéon conjunta; la discusion resultante los conduce a
entender las ideas en desarrollo y los intentos de solucién de sus companeros (Yackel,
2002). Si construyen ese tipo de discurso no sélo aumenta el tiempo que participan
en las actividades para resolver problemas, sino que la naturaleza de tales ejercicios
se extiende para abarcar oportunidades que raramente surgen en situaciones de
ensefanza tradicional.

3. Relacion con el problema de investigacion

Lainvestigacién que presentamos esta ubicada en la linea de trabajos representativos
sobre la interaccion discursiva en el aula desde la perspectiva del profesor, pero
considera la participaciéon de los alumnos y un contenido matematico como
elemento a partir del cual podemos interpretar y comprender sus procedimientos
de trabajo. Estudiaremos cémo se introduce y desarrolla la nocién de variacion
en el salon de clase. La observacion en el aula y los registros constituyen la fuente
principal de informacion.

Postulamos que la ensefianza es dirigida por el maestro, mas la influencia
de los alumnos sera decisiva para muchas de las acciones que emprenda, viendo a
los alumnos como aquellos que reciben la ensenanza del profesor.

Las matematicas, generalmente, se conciben como un cuerpo de conoci-
miento individual y socialmente construido, asi como un lenguaje especializado para
comunicar diversos aspectos de nuestro mundo (Pimm, 1991). Sin embargo, el nuevo
conocimiento matematico (individual o compartido) se construye a través de las in-
teracciones y conversaciones entre profesores y alumnos, de ahi que el movimiento
entre el sentido personal de un concepto y el significado matematico compartido
resulta decisivo para que el aprendizaje se lleve a cabo (Bartolini Bussi, 1998).

Como esta vision del proceso de ensenanza-aprendizaje enfatiza la
importancia de las interacciones en el aula y el contenido matematico que se
examina, se estudian esas interacciones y como el contenido matematico o el
significado compartido de conceptos influye en el desarrollo de las discusiones.



Hemos visto la importancia de tomar en cuenta el discurso (interaccional),
ya que es el medio que sirve de transporte para la enseflanza y el aprendizaje. El
aula viene a ser un espacio comun para el entendimiento mutuo, para cierta nego-
ciacion de conocimientos y para la formacion de significados compartidos.

Los estudios antes citados inducen a considerar un cambio de perspectiva
en la investigacion sobre los maestros, esto es, abandonar lo que podemos llamar una
“perspectiva tutelar”, donde se ahonda en los efectos causados por intervenciones
institucionales o individuales en la formacion de docentes, para centrar nuestra
atencion en el discurso efectivamente sostenido en la clase de matematicas, en una
escuela de ingenieria.

Dichos trabajos son de suma importancia para la linea de investigacién
(discurso matematico en el aula), ya que se estudiar el discurso del maestro y el
discurso en la interaccién social, considerando un contenido matematico como
la variacion. Ademas, los contextos escolares estan formados por una trama de
relaciones entre el docente, los alumnos y el contenido, factores que necesitan ser
atendidos en sus multiples articulaciones para lograr comprender los variados
aspectos del proceso de construccion discursiva. Este estudio va encaminado en esa
misma direccién, aunque, los que hemos consultado, incluyen un contenido de las
ciencias naturales donde el analisis del discurso en el aula es un medio privilegiado
para estudiar los procesos educativos, cuando se intenta comprender los mecanismos
y procedimientos con los que los participantes construyen el significado, ver por
ejemplo (Candela, 1999).

Ademas, se localizan y analizan las maneras en que se introduce y desarrolla
la nocién de variacién en situacioén de ensenanza dentro de nivel superior. En tal
sentido, se ha considerado al discurso del profesor (atendiendo a un contenido
matematico: funcién y derivada), ya que genera un conocimiento especifico sobre
la forma de ensefiar su materia. El trabajo aborda el papel del discurso en la clase
de matematicas cuando se pretende enseflar conceptos y procesos matematicos
ligados con la nocién de variacién, ya que el discurso instaura el espacio donde se
construyen, negocian ¢ interpretan los significados en la interaccién social que se
realiza en la escuela. Por tanto, construir conocimiento en interaccion requiere del
lenguaje usado socialmente. Debido a que los contextos escolares estan formados
por una trama de relaciones entre docente, alumnos y contenido curricular, interesa
analizar los elementos y caracteristicas de una sesion de clase y las explicaciones de
los profesores para ensenar una nocién compleja, como la variacion, sin dejar de
lado la intervencién de los estudiantes.

27






Capitulo 3

Perspectivas teodricas:
trasposicion didactica y
situaciones didacticas

1. Dos aproximaciones tedricas

Con base en diversas investigaciones que, de una u otra manera, destacan la
importancia de la interaccion discursiva en el aula para la construccion de un
conocimiento, se sustenta el presente trabajo en algunos elementos de caracter
teorico que ha desarrollado la escuela francesa en Didactica de la Matematica, la
cual ha procurado una aproximacion sistémica a los fenémenos de la ensenanza
donde interactian los profesores, los estudiantes, el saber y las relaciones que se
generan entre ellos:

PEl profesor, cuya historia propia se manifiesta a través de sus creencias
respecto a la matematica, a la ensenanza, al aprendizaje y a su profesion. Ciertas
investigaciones en didactica de las matematicas abordan como objeto de estudio las
representaciones que el profesor tiene de dichos factores, y su importancia radica
en que han demostrado que esas representaciones determinan el quehacer del
maestro, asi como la interpretaciéon que hace de los programas y de los contenidos
de los textos. En tal sentido, podemos decir que el saber a ensefiar es lo que piensa el
profesor que debe ser enseiiado después de hacer tales interpretaciones.

» El alumno es un sujeto psicologico vy, a la vez, social, pero especialmente se
le considerara como un sujeto “que conoce” en una determinada situacion de
ensefianza.

» El saber, que constituye el objeto principal de la ensefianza y tiene también una
historia particular, mantiene relaciones culturales y sociales con el exterior de la
clase, las cuales determinan en gran medida el contenido a ensenar y su forma de

presentacion.
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El calificativo sistémico va en el sentido de que el funcionamiento global de un
hecho didactico no puede ser explicado por el estudio separado de cada uno de
los componentes del sistema didactico. Brousseau (1986) defini6 a la didactica
de las matematicas como “el estudio de la evolucion de las wnteracciones entre un
saber, un sistema educativo y los alumnos, con el objeto de optimizar los modos de
apropiacion de este saber por el sujeto” (Alanis, 1996).

Al respecto, se han desarrollado dos aproximaciones teodricas que
sustentan la didactica -complementarias entre si- y proponen, en mayor medida, la
aproximacion sistémica:

» La teoria de las situaciones didacticas, que ha tenido la influencia mas
determinante; su fundador es G. Brousseau.

» La teoria de la transposicion didactica, que se ha desarrollado alrededor de
los saberes, a partir de los trabajos de Y. Chevallard.

2. Teoria de situaciones didacticas

Brousseau (1986) desarrolld la teoria de situaciones didacticas, que engloba el
conjunto de relaciones expresadas en el salon de clase entre el docente, los alumnos
y el conocimiento, pretende modelar y contrastar empiricamente los fenémenos
didacticos que surgen en el ambito escolar. El concepto de situacion ha sido renovado
en la didactica por Brousseau, quien le ha dado no sélo un aspecto didactico que
no tenia lugar en la psicologia,’ sino también un significado en el que la dimensién
afectiva y dramatica intervienen tanto como la dimensién cognitiva.

Ast, la situacion didactica implica que los conocimientos de los alumnos son
conformados por los hechos a los cuales se enfrentan y dominan progresivamente,
en especial por los primeros, susceptibles de dar sentido a los conceptos y
procedimientos que se les quiere ensenar.

La perspectiva de una didactica de las matematicas a partir de la teoria
de las sutuaciones diddcticas, desarrollada por Brousseau, destaca que la situacion
presentada a los alumnos debe propiciar interacciones que faciliten la comunicacion

3 J. Piaget, quien claboré la teoria de la construccién progresiva del conocimiento, pensaba que el
conocimiento pasa de un estado de equilibrio u otro a través de fases transitorias, en cuyo
curso se pone en evidencia la validez de los conocimientos anteriores. Si ese momento de
desequilibrio es superado, obedece a que ha habido una reorganizaciéon de conocimientos,
mediante la cual las nuevas adquisiciones son integradas al viejo saber. Aplicar esta teoria
al conocimiento matematico lleva a considerar que las situaciones-problema presentadas a
los alumnos constituyen un factor importante para hacer evolucionar sus representaciones y

procedimientos. Brousseau, al respecto, ha desarrollado la teoria de situaciones diddcticas.



e intercambio de informaciones codificadas, o no codificadas, en un lenguaje
matematico, asi como el intercambio de juicios para debatir sobre la validez o no
de una afirmacion. Ademas, el maestro necesita propiciar esas interacciones entre
los alumnos cuando trabajan en una situacion de aprendizaje, cuidando que no
se pierda de vista el “sentido del conocimiento” matematico que pretende que
construyan los alumnos.

La teoria de Brousseau senala como funciona una situaciéon didactica, no-
sotros en cambio estudiamos las practicas cotidianas del aula y usamos el concepto
de envejecimiento para analizar la presentacion escolar de la nocién de variacion.

A partir de tal enfoque se rescata la importancia del tipo de recursos
discursivos con un problema planteado a los alumnos a propoésito de la nocién
de variacion, asi como de la diversificacién del tipo de intervenciones que debe
considerar el profesor para propiciar esas interacciones.

Se retoma lo que Brousseau (1986) sefiala acerca de lo que tiene que hacer
el profesor en su salén de clase: Simular en su clase una microsociedad cientifica,
si quiere que los conocimientos sean medios econémicos para plantear buenos
problemas y para solucionar debates, si quiere que los lenguajes sean medios para
dominar de formulacion y que las demostraciones sean pruebas.

Las representaciones que el profesor tiene de la ensefianza y del aprendizaje
influyen en su quehacer y en la eleccién de su estrategia, via para que se transforme
el saber que entra al aula. Dichas transformaciones son determinadas por relaciones
casi siempre implicitas, reguladas por lo que Brousseau llamo contrato diddctico.

Douady (1995) demostrd que el maestro juega un papel esencial en la fase
de institucionalizacion. Sus trabajos tienden a probar que el profesor puede introducir
“magisterialmente” ciertas nociones con una buena apropiaciéon de conocimientos
por los estudiantes, mientras que Chevallard puso en evidencia el contrato diddctico, al
analizar sus momentos de ruptura.

2.1. Contrato didactico

Guy Brousseau (1990) ha entendido por contrato didactico al conjunto de relaciones
implicitas que regulan el funcionamiento de la clase y las interacciones entre el
maestro y los alumnos. Esta nocién no es puramente social, sino que implica
directamente los contenidos del conocimiento.

Cualquier modelo de la ensehanza requiere, para su funcionamiento en
el salon de clase, de una negociacion entre el profesor y los alumnos con el fin de
regular las interacciones maestro-alumno-saber; una negociacion incluida ampliamente
por las expectativas del maestro. Su resultado se designa como contrato diddctico, en el
que se define jquién puede hacer qué?, o ;quién debe hacer qué? respecto al conocimiento y
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no tanto a las reglas de comportamientos. Este contrato, con componentes explicitos
¢ implicitos, define las normas de funcionamiento dentro de la situacién, como
distribucion de responsabilidades, asignacion de plazos temporales a diferentes
actividades, permiso o prohibicién del uso de determinadas recursos de accion,
etcétera.

Las relaciones que emanan del contrato didactico muestran “una
diversidad de los roles que deben considerar el docente y el alumno, o con los cuales
podrian identificarse. Estos roles movilizan diferentes saberes y funcionamientos
del saber” (Brousseau, 1998). A partir de ello radica la importancia del analisis de
las intervenciones que hace el maestro en el aula, cuando sus alumnos resuelven
problemas matematicos.

Asimismo, tocante a las intervenciones del profesor en la negociacion del
contrato didactico, se presentan diversos_fendmenos diddcticos que debe controlar, es
decir, ciertos efectos de pérdida de sentido de los conocimientos, ya que la ensefianza
de la comprension y del sentido del conocimiento representa un verdadero problema
didactico.

Asi, en todas las situaciones didacticas el profesor intenta hacer saber al
alumno lo que él desea que haga. Teéricamente, el paso de la informaciéon y de la
consigna del maestro a la respuesta esperada deberia exigir, por parte del alumno,
poner en accioén el conocimiento considerado, ya esté en proceso de aprendizaje
o sea conocido. Sabemos que el Gnico medio de hacer matematicas consiste en
buscar y resolver ciertos problemas especificos y, a ese respecto, plantear nuevas
interrogantes. El maestro, entonces, necesita llevar a cabo no la comunicacion de
un conocimiento, sino la transmisiéon del problema correcto; si esta transmision
opera, el alumno entra al juego vy, si termina por ganar, el aprendizaje se logra.

Pero ¢qué pasasi el alumno rehisa o evita el problema, o nolo resuelve? Aqui,
el maestro tiene la obligacion social de ayudarlo y hasta a veces de justificarse por
haber planteado una cuestion demasiado dificil. CGomo ese sistema de obligaciones
reciprocas se asemeja a un contrato, lo que nos interesa aqui es el contrato didactico,
sobre todo la parte que se especifica del “contenido”: el conocimiento matematico
considerado.

3. La teoria de la transposicion didactica

Dentro del marco francés para la didactica de las matematicas hay diferentes tipos
de saber. Asi, se habla del “saber sabio” (saber cientifico), del cual una parte es
seleccionada para su ensenanza porque, se supone, sera de gran utilidad social;
sin embargo, es preciso modificarlo para que su instruccion sea posible. De ahi
surge el “saber a enseflar”, que no es una simplificacién del saber proporcionado



por la sociedad cientifica, sino el resultado de ajustes didacticos que le hacen
diferir cualitativamente de sus saberes de referencia. La transformacion del “saber
sabio” en “saber a ensenar” estd determinada por las siguientes restricciones:
las caracteristicas del contenido que se desea ensefiar, y las restricciones sociales
y culturales que acthan dentro del proyecto para seleccionar el contenido de la
ensefianza.

El saber “es la puesta en accion de los conocimientos pertinentes en los
problemas abordados y van mas hacia la habilidad con que se domina algo”, y en
su interior hay diferentes tipos: el del sabio, el del maestro, el de los programas, el
que se convierte en objeto de ensefianza (tanto el manejado en los libros como el
propuesto por el profesor) y el del alumno.

Como en la comunicacién de un saber a un publico determinado se origina
la modificaciéon de ese conocimiento, al proceso en el que tiene lugar la accién
de pasar un saber hacia un sitio didactico se le denomina transposicion diddctica.
Chevallard (1991), quien introduce este término dentro de la didactica de las
matematicas, expone:

[...] cuando el maestro presenta y explica el conocimiento a los alumnos existen

cambios, que [son denominados] transposicion didactica, [la cual se define]

como el proceso por el cual un elemento de un saber cientifico se convierte en un
conocimiento a ensefiar (la forma en que aparece un contenido en los programas
escolares, libros de texto o en tradiciones de ensefianza), y después en un objeto de

ensenanza (la forma de existencia de conocimiento en el aula).

Es asi como cada maestro selecciona los contenidos que va a transmitir, los
presenta de una forma particular (hace una “traduccién” con el proposito de que
se “entienda” lo que se ensena) y los relaciona con otros saberes, les imprime un
énfasis y una emotividad. Algunos los resaltan, al darles un caracter “cientifico”,
mientras que a otros los minimiza o ignora, los refuerza con actividades o ejemplos
o sélo los menciona.

Sin embargo, las decisiones -conscientes o inconscientes- que toma el
maestro para presentar los conocimientos escolares no sélo dependen de su estilo
o experiencia docente, de su dominio del tema, de lo que se indica en el texto, del
objetivo a cumplir o de lo que piensa que el aprendiz puede entender, sino también
estan influenciadas por las interacciones con los alumnos, esto es, precisa de sus
preguntas, conocimientos, experiencias ¢ intereses.

En un sentido amplio, se trata de un proceso con un desarrollo méas com-
plejo en el que intervienen multiples aspectos: en primer lugar, el profesor ha de
adaptar sus propios conocimientos a los objetos a ensefiar, luego debe instalarlos en
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el saber escolar y, por Gltimo, organizarlos temporalmente. Necesita realizar una
transicion del saber escolar al saber ensefiado, teniendo en cuenta que este Gltimo nunca
es totalmente retenido por el estudiante sino que, a través de la relacidn diddctica entre
el profesor y los alumnos, el saber enseiiado se convierte en saber del alumno. En esta re-
lacion diddctica interesa, para nuestra investigacion, dar cuenta de los recursos discursivos
que se usan (por parte del profesor; pero influenciados por los alumnos) y construyen en la interaccion
respecto a la nocion de variacion. Todo lo anterior se describe en el esquema siguiente:

‘ Papel del matematico ‘

Objetos de investigacién

Saber
cientifico

Saber
ensefar

Saber
escolar

Saber
ensefado

Saber del
alumno

I T T T

Planes de Programas, Apuntes del Relacion
estudios manuales profesor didactica

Los contextos escolares estan formados por una trama de relaciones entre el docente,
los alumnos y el contenido que necesitan ser tomados en cuenta, en sus multiples
articulaciones, para comprender los variados aspectos del proceso de construccién
discursiva. Y en esa relacion diddctica surgen fenémenos ligados con la actividad de
ensenanza (y el control de la transposiciéon didactica) como los expondremos a

continuacion:

3.1. Fenédmenos ligados con la actividad de enseihanza

Los fenémenos que se producen en la enseflanza determinan el campo a teorizar,
no la actividad didactica. Su identificacién lleva a construir un “modelo” de los
protagonistas en presencia de las relaciones y de las dificultades que los ligan,
y a mostrar que el juego de esas dificultades produce los efectos y el desarrollo
observados. Tales fenémenos estan asociados con el control de la transposicién
didactica y han podido ponerse en evidencia:

- Efecto Topaze y el control de la incertidumbre
Surge cuando el maestro manipula el sentido del conocimiento y toma a su cargo
lo esencial de la situacién que debe resolver el alumno. Como el maestro no



puede aceptar que sus alumnos cometan graves errores, y como no puede decir
esto directamente, interviene para sugerirles “la respuesta, disimulandola”.
Aqui, ¢l espera que los alumnos den una solucién determinada de antemano,
“negocia las condiciones en las que se producira [esa respuesta) y que la dotaran
de sentido”, e intenta hacer las cosas de tal manera que ese sentido sea lo mas rico
y lo mas exacto posible”, con lo cual se pierde el significado del conocimiento.

- Efecto Jourdain, o el malentendido fundamental

Es una forma del efecto Topaze, donde el profesor trata de evitar un debate o el

fracaso de sus alumnos respecto al conocimiento, finge o admite
[...] reconocer como indice de un saber genuino (erudito), o de un modo de
actuar auténtico, a una produccién o un comportamiento del alumno que no es de
hecho mas que una respuesta que tiene causas (y significados) triviales y, por tanto,

desprovista de valor e incluso, a veces, de sentido.

- El deslizamiento metacognoscitivo

Cuando una actividad de ensefianza ha fracasado, el profesor puede ser llevado
a justificarse y, para proseguir su acciéon, a tomar sus propias explicaciones y
medios heuristicos como objeto de estudio, en lugar del verdadero conocimiento
matematico. Debido a la presencia de las dificultades, ese medio se vuelve a su vez
objeto de ensefianza y se recarga de convenciones, de lenguajes especificos a su
vez ensenados y explicados en cada etapa de difusion. En ese proceso, mientras
la actividad de docente produce mas comentarios y convenciones, menos pueden
controlar los estudiantes las situaciones que les son propuestas. Tal efecto es el
deslizamiento metacognoscitivo.

- El uso abusivo de la analogia

Si bien la analogia constituye un excelente medio heuristico cuando se usa bajo
la responsabilidad de quien la emplea, en la relaciéon didactica es un temible
medio para producir efectos Topaze. Sin embargo, resulta una practica natural:
s1 hay alumnos que han fracasado en su aprendizaje, hay que darles una nueva
oportunidad en el mismo tema. Ellos lo saben, aun si el profesor disimula las
similitudes para transportar (prefabricada) la soluciéon que ya se les ha dado. Esta
respuesta no significa que la encuentren idénea para la pregunta planteada, sino
Unicamente que han reconocido indicativos, quizd completamente exégenos y
no controlados, que el profesor deseaba que produjeran. Obtienen la solucién
por una lectura de las indicaciones didacticas y no por un ataque al problema.

35



36

- Envejecimiento de situaciones de ensefianza

Los profesores suelen cambiar las situaciones de enseflanza por varias causas.
Al estar conscientes de que, si reproducen la misma leccién, no tendra el mismo
efecto, cambian al menos la formulacion de sus exposiciones o de sus instrucciones,
los ejemplos, los ejercicios v, si es posible, la estructura de la leccion. Tales efectos
aumentan con el nimero de reproducciones y son, por tanto, mas fuertes cuando
la clase comprende mas interacciones entre el maestro y el alumno. Las lecciones
que contienen una exposicion seguida de ejercicios o una simple instruccion,
a la cual prosigue una situacion de aprendizaje que no exige intervencion del
profesor, envejecen menos rapido.

Dicho fenémeno, al igual que los precedentes, pueden observarse a nivel de una
clase, pero también en el conjunto del sistema educativo, ya que los programas
y las instrucciones ministeriales o los curriculos son el medio casi tnico para
explicar las exigencias didacticas del cuerpo social hacia los profesores y donde se
decide la reparticion de tareas entre ellas. Es necesario proponer algo para actuar
sobre algunos fenémenos de ensefianza, pero primero hay que identificarlos y
luego explicarlos.

A lo largo de este apartado, se han esbozado de forma muy breve y sencilla las
aproximaciones tedricas que fundamentan este libro. Se destaca la necesidad de
que la situacion de aprendizaje propicie una serie de interacciones que favorezcan
la comunicacién y el intercambio de ideas (teoria de situaciones didacticas); también
se aborda la comunicacién de un saber a un publico (los estudiantes), proceso que
supone la transformacion de ese saber en un conocimiento a enseflar y después en
un objeto de ensefianza, en donde queda contemplada la transposicion didactica.

Este trabajo sobre fenéomenos ligados con la actividad de ensefianza se
basa fundamentalmente en observar y analizar las estrategias de los profesores de
matematicas en el nivel superior cuando pretenden, con las restricciones propias del
funcionamiento del sistema didactico, que los estudiantes comprendan la nocion de
variacion.

Por tanto, el trabajo se sustenta en dos teorias: la de la transposicion didactica
y la de situaciones didacticas. La primera nos interesa desde la perspectiva del
saber,* mientras que la segunda nos provee del sustrato situacional que caracteriza a

* Se hace necesario estudiar las condiciones de los procesos de formacion de conocimientos en los
alumnos (las manifestaciones de comportamientos observables), en particular aquellos que
pueden ser controlados o realizados por el maestro. £/ objeto de la teoria de situaciones diddcticas

se ocupa, entonces, de investigar los modelos que relacionan a los estudiantes, el maestro, la concepcion de la



la ensefianza, ya que el saber ensefiar se ve afectado por la accion didactica es decir,
cuando el maestro introduce una nocién en su clase, ésta se modifica por la situacién
de ensenanza. Para nosotros, la localizacion y analisis de las transposiciones de tal
naturaleza son parte del estudio.

materia a ensefiay; las estrategias, la evolucion. Y estas situaciones se dan en presencia del saber
(una parte de teoremas matematicos, acompanados de conceptos metateoricos); los sujetos
(sus estados iniciales, metas, maneras de aprender, de evolucionar, entre otros aspectos) y los
medios didacticos (el maestro, sus decisiones, el conjunto de estrategias de aprendizaje, los

medios materiales).
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Capitulo 4
Orientacion
Metodologica

1. Introduccién

En la metodologia etnografica (Erickson, 1986; Rockwell, 1987), lo importante no
solo se refiere al hecho de observar, sino comprender los significados de las acciones
vistas en el contexto histérico en que se desarrollan y a la luz de determinadas
teorias sobre lo social. En nuestro caso entendemos por contexto histérico el espacio
aulico donde el profesor explica, debate, socializa significados y comparte practicas.
En ese sentido no estudiaremos la concepcion de un alumno sino la naturaleza de
interacciones sociales que se viven con este fenomeno de ensenanza, lo social sera
entonces la forma de entender una particular interaccion: la explicacion.

Dada la posicién tedrica del trabajo, anclada en las situaciones didacticas
(donde se destaca que la situacion de aprendizaje propicie una serie de interacciones
que favorezcan la comunicacion y el intercambio de ideas, llevando a la construccion
de un conocimiento) y la transposicion didactica (fenémenos ligados con su control,
ya que a través de la relacion didactica entre el profesor y los alumnos el saber
ensefiado se convierte en saber del alumno), la perspectiva etnografica resultd la mas
adecuada.

Se considera que la investigaciéon debe instalarse en el salon de clase y
efectuarse con métodos y técnicas de investigacion cualitativa para percibir el acto
de ensenlanza en plenitud, tomando en cuenta que, idealmente, el aula es un espacio
comun para el entendimiento mutuo, para cierta construcciéon y negociacion del
conocimiento y para la formaciéon de significados compartidos; en tal sentido,
ensenar es fundamentalmente comunicar (Edwards y Mercer, 1987).

Desde la perspectiva de ver a la ensefianza como un espacio de comunicacién, el
medio que sirve de transporte para la mayoria de los aprendizajes que se dan en el
salon de clase es el discurso. Las situaciones generadas en el aula estan pobladas de
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diferentes lenguajes, que unos emiten y otros intentan interpretar correctamente:
esto es el lenguaje sociocultural. Al enfocar la ensehanza desde el punto de vista
comunicativo, se recurre a una estrategia que puede resultar muy reveladora y util
para comparar las actividades educativas, al sugerir que se analice lo que se dice
y como se dicen las cosas que se hacen en las clases. La metodologia adecuada, se
reitera, es la etnogrdfica.

La intencion ha sido localizar y analizar las maneras en que se introduce
y desarrolla la nocién de variacion en situacion de ensefianza, sobre todo en la de
la matematica superior, cuando un profesor pretende (con las restricciones propias
del funcionamiento del sistema didéactico) hacer ver entre sus estudiantes la idea de
variacién. De acuerdo con nuestra perspectiva, la ensenanza, si bien es dirigida por
el maestro, la influencia de los alumnos sera decisiva para muchas de las acciones
que emprenda al ensefiar.

De este modo, la estrategia general tiene como meta la comprension del complejo y
rico entramado de pautas de interaccion que se dan para producir conocimiento entre docentes y alumnos
Candela (1999). Para ello, la atencion se centra en la nocién de variacion, consideran-
do la perspectiva de quienes conforman una comunidad (profesor, alumnos, saber);
en este caso, fueron elegidos profesores en condiciones normales dentro de un salén de
clase y se puso atencion especial en la influencia generada por los alumnos.

La informacién que se recabe debera analizarse desde dentro, lo cual implica
no aplicar a la interpretacién marcos fijos o predeterminados, sino obtener de los
individuos algunos elementos que permitan entender los acontecimientos desde la
perspectiva de los syjetos involucrados. Cabe mencionar que la investigaciéon de campo
interpretativa exige ser especialmente cuidadoso y reflexivo, para advertir y
describir los hechos cotidianos en el escenario de trabajo, asi como para tratar de

identificar el significado de las acciones desde los puntos de vista de los propios
actores (Wittrock, 1990).

2. La etnografia
Objetivo perseguido y elementos de andlisis del estudio
La etnografia educativa se ubica en una linea de investigacion cualitativa para el
analisis de la realidad escolar, busca comprender e indagar con mayor profundidad
en los significados y sentidos presentes para los actores dentro de una situacién
educativa. En forma central, se dirige al conjunto de hechos que ocurren en
la practica diaria entre maestros y alumnos y, a partir de ellos, se estructura la
investigacion.

Debido a que las relaciones cotidianas en el aula se rescatan como elementos
vertebrales de analisis, el concepto de vida cotidiana adquiere el caracter de categoria



de estudio permanente en cada uno de los trabajos. La vida cotidiana aparece
conceptualizada como el entorno en el que se desarrollan, en forma comun, las
relaciones entre los sujetos, como la sucesion de actos, fenébmenos y relaciones que
enfrentan los sujetos sociales y, al mismo tiempo, permiten la formacién del hombre
como sujeto social.

Lavida cotidiana (Hammersley & Atkinson, 1994) entre maestros y alumnos
transcurre en el aula como ambiente inmediato; aqui se desenvuelven como sujetos
y establecen diferentes tipos de comunicacion, tanto verbal como simbélica. Reconocer
las caracteristicas, tipos y contenidos de esta relacion constituye el objetivo hacia
el que se dirigen las investigaciones etnograficas. La mirada etnografica, surgida
en el estudio antropolégico de culturas orales, tiene como fin consignar lo no
documentado de la vida escolar, como lo llamé Rockwell (1996) y mirar a las escuelas
y sujetos singulares para hacer visible y comprensible, a esta escala, lo que desde
otras (sistema escolar, institucion) es ignorado, supuesto o deducido. La etnografia
de la practica docente y escolar busca, en buena medida, analizar el conocimiento
cotidiano de los actores de la educacion para comprender mejor la ensehanza.

En Woods (1998), la etnografia se refiere como un término que deriva de
la antropologia y significa literalmente descripcion del modo de vida de una raza o grupo
de individuos. Se interesa por lo que la gente hace, como se comporta e interactta, y
se propone descubrir sus creencias, valores, perspectivas, motivaciones y el modo
en que eso se desarrolla o cambia con el tiempo, o de una situacién a otra. Y trata
de hacerlo desde dentro del grupo y de las perspectivas de los miembros del grupo,
lo que cuentan a través de sus significados e interpretaciones. Por ello, hay que
aprender su lenguaje y costumbres con todos los matices.

Asi, el objetivo central que dirige los trabajos educativos etnograficos
consiste en develar; descubrir o hacer evidentes las practicas cotidianas a las que
ordinariamente se enfrentan maestros y alumnos: Impulsa en este trabajo la
necesidad de acercarse a la realidad escolar y especialmente a la interaccion en el
aula. En este sentido, lo que realmente sucede en la practica diaria de las relaciones
escolares adquiere especial importancia en el enfoque de la investigacion cualitativa.

Tal objetivo se va consolidando a través de la técnica de observacion
directa sobre el diario acontecer de la escuela y del aula, tratando de describir en
forma detallada todo un conjunto de situaciones particulares, sentidos, contenidos
y modalidades que caracterizan a las relaciones establecidas en el salon de clase.
Para el trabajo etnografico, la observacion directa, los estudios de caso o de vida y
las entrevistas son elementos que permiten al investigador recolectar datos desde
las interrelaciones. Con la informacion se organiza una descripcion analitica de los
sucesos, fendmenos e interacciones humanas.
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Un elemento particular de la etnografia educativa es que se asume como
un enfoque que permite “ir construyendo” su propio camino de conceptualizacion
de un fenémeno, ya que a partir de un acercamiento directo al espacio escolar se derwvan las
categorias de andlisis, que imprimen una estructura critica a la investigacion.

2.1. Organizacion del trabajo de campo

La etnografia no mantiene un proceso idéntico en todos sus estudios, ha seguido
caminos muy diversos, segin el objeto de estudio y el sujeto que investigue; su
metodologia se construye al mismo tiempo que el objeto de estudio. Podemos
explicar tal hecho a través de estas consideraciones:

» Es cierto que no se determinan de antemano ciertas categorias especificas, pero
también que el investigador siempre identifica los aspectos conceptuales de interés
para su trabajo antes de entrar en el lugar. Dada la perspectiva amplia que adopta
al principio, se puede creer que este proceso consiste en “observar sin ninguna
concepcién previa”, mas seria una caracterizaciéon engafiosa. Las concepciones
previas y las preguntas orientadoras estan presentes desde el principio; sin embargo,
en ese momento el investigador no presume saber adénde podrian llevarlo las
preguntas iniciales y, en consecuencia, empieza por realizar el muestreo mas amplio
posible del contexto y sus ambientes circundantes (Erickson, 1986).

» En Rockwell y Mercado (1987) se afirma la pretension de un empirismo radical
que propone un acceso ateorico, directo, a la realidad. Pero es posible plantear otra
forma de concebir la relacion entre teoria y el proceso de investigaciéon etnografica:
durante el trabajo de campo y de analisis, resulta necesaria la construccién de
categorias y de relaciones conceptuales que permitan articular la descripcion de
una realidad especifica.

» La aceptacion de que el fendmeno educativo es complejo, de tal forma que resulta
complicado captar en su totalidad las relaciones y efectos que tienen lugar en el
proceso educativo.

La etnografia, como método, resulta particularmente util para el estudio de las in-
terrelaciones en el aula, ya que presupone una observacion detallada y una estancia
detallada y prolongada en el ambiente natural de la ensefianza, lo cual permite al
investigador adentrarse en la cultura de esos microcosmos, conocerla y luego descri-
birla. De ahi que sea un trabajo cualitativo por su orientacion a la explicacion y sobre
todo a la interpretacion del objeto de estudio, caracterizandose, entre otras cosas,
porque no intenta crear hipotesis que se comprueban en la medicion del aprendizaje.

El supuesto teorico de la etnometodologia consiste en que la realidad no se
descubre, sino que se interpreta, es decir, se construye, negocia y mantiene a través



de las interrelaciones de los participantes. Como tiene muchas variantes, se eligio
como estudio de caso, la investigacion a profundidad de las interrelaciones que
ocurren en el salon de clase; ademas, se consider6 que un modelo cualitativo, con
un método etnografico y la observacion como técnica, resulta el mas adecuado para
caracterizar los procesos de la practica docente.

La etnografia requiere de cierta disciplina en el registro de campo, porque
la precision y la textualidad de lo que se apunta y transcribe deben anteceder a los
filtros evaluativos y sustituir la clasificacién inmediata de lo observado (Rockwell,
1987). El etnégrafo educativo se basa en la recogida de datos de la escena del salon
de clase para su analisis e interpretacion; la elaboracion de notas de lo observado,
asi como la grabacion de las clases -ya sea en videocasete- es una herramienta
util para acercarse a la realidad de la ensenanza. Asimismo, observa e interpreta
paralelamente, selecciona lo significativo del contexto con relacion a la abstraccion
teorica que realiza al mismo tiempo, lleva a cabo multiples analisis, reinterpreta,
formula nuevas hipétesis, construye el contenido de los conceptos iniciales, no lo
presupone. El trabajo teérico proporciona, entonces, las categorias necesarias para
tornar nuevamente observables los indicios preliminares, para abrir la “mirada”.

Segtin Rockwell (1994), la etnografia constituye una de las muchas formas
de investigacion cualitativa que se usan en el campo educativo. Sin embargo, no
es propiamente un método, a veces requiere de varios y siempre ha importado
técnicas de otras disciplinas, desde la demografia hasta la lingtistica. Entonces,
Jqué la distingue de otras maneras de investigar? Posiblemente, dos caracteristicas:

a) Un trabajo de campo marcado por “el didlogo con el otro”

b) La elaboracion de textos descriptivos y narrativos
Todos tienen presente la primera condicion, pero a menudo se olvida la segunda.
En la primera se centran las clasicas discusiones acerca de la objetividad, validez y
representatividad de los estudios etnograficos frente a otras opciones de investigacion.
Pero en la segunda se centran los debates actuales: ;como describe el autor la
experiencia de campo?, ;como puede la construcciéon narrativa y argumentativa
de un texto mostrar lo que el autor vio o escuchd? De hecho, el trabajo de campo
y la produccién de un texto etnografico estan vinculados con la actividad basica de
escribir.

En la educacién, los trabajos etnograficos han abierto la posibilidad de
hablar sobre procesos que habian quedado relativamente ocultos en la “caja negra”
de lainstitucion. A partir de ellos se empieza a comprender cémo realizan su trabajo
los maestros y los estudiantes, al acercarse a la realidad escolar cotidiana se alteran
concepciones vigentes acerca del contenido y las condiciones del oficio magisterial
(Rockwell, 1994).
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Una investigacion de corte etnografico abarca basicamente seis etapas:

» Recopilacion de datos (observacion en la situacion de campo)

» Elaboracion de los registros de la observacion (toma de notas y confeccion de toda
clase de evidencia documental)

» Analisis e interpretacion de resultados

» Sintesis e interpretacion global (reunién del material de cada aula investigada
para establecer generalizaciones)

» Integracion de productos de la investigacion (seleccion de los puntos clave que
merecen destacarse)

» Redaccion del informe correspondiente

» Recopilacion de datos

Consiste en el registro minucioso de los sucesos del aula, asi como de la ubicacion
y distribucion de los participantes. Durante el transcurso de la clase, el investigador
toma notas de sus aspectos observables sin hacer ninguna interpretacién, consigna
fielmente los intercambios verbales entre los participantes y demas sonidos que se
produzcan con el fin de reconstruir las situaciones observadas.

» Elaboracidn de los registros de la investigacion
En esta etapa se transcribe el material grabado en forma directa para integrar, junto
con las notas de campo o la bitacora de clase, los registros de la investigacion. Un
formato adecuado consiste en transcribir los datos a manera de dialogo, tratando
de reconstruir en el texto cada una de las situaciones presentadas al momento de
la observacion. Tal proceso adquiere de gran importancia, ya que un buen registro
facilita el analisis e interpretacion de los datos.

Asimismo, se necesita idear estrategias tanto para registrar periddicamente
la hora como para abreviar la tarea con claves de identificacion de los participantes
y de repeticion de ciertos patrones de comportamiento.

» Andlisis e interpretacion de resultados

El analisis e interpretaciéon se realiza a partir de los registros de la observacion
y requiere de un proceso concienzudo y reflexivo, ya que trata de identificar el
significado de las acciones, desde los puntos de vista de los participantes. Dicha tarea
se estructura desde categorias que, a su vez, se enmarcan en enfoques que permiten
aproximarse, desde este momento, a la obtenciéon de productos de la investigacion.

» Sintesis e interpretacion global
Tras haber analizado e interpretado los resultados, hay que sintetizar los hallazgos



y llegar a la generalizacion de resultados. Esto se efecta solo cuando se supera el
diseno etnografico original que, por si mismo, ofrece limitadas posibilidades en tal
sentido.

Asi, se toman los resultados de cada caso estudiado y se lleva a cabo un trabajo
delicado y ético de integracion-generalizacion de constantes, patrones de
comportamiento, caracteristicas, etcétera, que conviertan los resultados en un todo
indiferenciado, pero tutil y necesario para definir la cultura del tipo de profesor o el
tipo de aula investigada.

» Integracion de productos de la investigacion

Una vez obtenida la sintesis, hay dos tipos de trabajo: se aislan los productos de
la investigacion, o bien se construye un apartado donde se enfatiza en los valores
encontrados, utiles para modelar en la ensefianza. A este apartado se le denomina
discusion de resultados.

» Redaccion del informe correspondiente

El Gltimo paso ocurre cuando se redacta el informe (o los informes) y se presenta a las
autoridades administrativas y/o ante la comunidad académica. El informe consta
de un documento base y de una serie de anexos que engloban todo el trabajo de
investigadores y asistentes; finalmente, se pueden tomar decisiones de organizacion,
administracion o disefio de las tareas docentes con base en los resultados.

En la investigacion cualitativa, es importante senalar los procedimientos generales
para recabar la informacion y la logica que sustenta nuestro estudio. Al intentar
responder al problema de investigacion, se ha concebido que la enseflanza es
dirigida por el maestro; sin embargo, la influencia de los alumnos serd decisiva para
muchas de las acciones que lleve a cabo al ensefiar.

3. Escenario de interés y participantes en el estudio

Las actividades en el aula incluyen didlogos que generan oportunidades para
aprender, pues los estudiantes deben verbalizar y reconstruir sus soluciones y resolver
conflictos. Para poder iniciar tal clase de instruccion, el profesor y los estudiantes
necesitan definir mutuamente las expectativas y obligaciones en el salon, de ahi que
la comunicacion interactiva constituya la actividad medular de la ensehanza y tenga
sus metas. Por las caracteristicas de las acciones educativas en que participan los
profesores del nivel superior, hay un tipo que resulta fundamental para nuestra
investigacién: clases normales y cotidianas.
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De este modo, el trabajo se llevara a cabo tomando en cuenta la actividad
cotidiana en el aula de un primer semestre de Ingenieria. Para ello, fueron
seleccionados profesores que se dedican, principalmente, a impartir clases.

Participantes en el estudio

Los profesores, son elementos de suma importancia al ser los portadores del saber
que habra de escenificarse en el aula. Los participantes fueron tres maestros que
imparten la asignatura de Matematicas I, en las diferentes carreras de una Escuela
de Ingenieria, esa materia forma parte de un tronco comun. A ellos se les eligio
aleatoriamente entre los docentes que ofrecen dicho curso.

Se platicoé con cada uno de los profesores y se les pidié autorizacion para
observar y registrar la manera en que daban los conceptos de funcion y derivada: los
tres estuvieron de acuerdo. Se hicieron las observaciones durante un periodo largo,
so6lo durante las clases en que se impartian los conceptos de funcién y derivada, ya
que son vistos como modelo para el estudio de la variacion.

4. Fuentes de aportacion de la informacion
La informacién se recabé mediante las observaciones sobre las actividades en el
aula, bajo condiciones normales. Fue necesario que registraramos las clases en
audio, ademas de elaborar las notas de campo, lo cual nos permitira contar con
una fuente de datos para:
* Obtener informacion que ilustre lo que sucede en el salon de clase, bajo
condiciones “normales”
* Lograr un acercamiento con los profesores y con el grupo, pero sin
provocar modificaciones importantes en sus formas cotidianas de trabajo y
de relacion. Esto nos facilitard tener registros reales
/ Comprender las formas de actuar de los profesores en las actividades
educativas
* Recabar informacion de lo que sucede en la interaccion social, esto es, en
el proceso educativo donde participan los profesores y los alumnos
/ Contar con elementos de interpretaciéon de los acontecimientos, desde la
perspectiva de los sujetos bajo estudio
* Asimilar lo que sucede en los procesos educativos donde participan los
profesores.

Las observaciones de las clases fueron consignadas a fin de [...]
[...] reconstruir los aspectos no documentados, rescatar lo cotidiano, lo

inconsciente, lo oculto de la realidad escolar (Candela, 1991).



[...] disenar “registros que permitan reconstruir lo observado a la luz de
conceptualizaciones posteriores mas elaboradas que las que surgieron en el

momento inicial de la investigaciéon (Rockwell, 1987).
Posteriormente, transcribimos por completo los registros de clase.

Fases de la investigacion

El estudio, en su conjunto contempla estas fases:
» Acercamiento y delimitacion del problema

» Trabajo de campo

» Descripcion

» Interpretacién y comunicacién de resultados

Concebimos estas fases no como una secuencia lineal, ya que cada una enfatiza
una cuestion peculiar, pero siempre haremos regresos constantes a las etapas fases
previas con el proposito de revisarlas.

» Acercamiento y delimitacion del problema

Esta fase se desarroll6 en tres rubros:
* Revision de trabajos previos a nuestra investigacion: estudios sobre pro-
fesores (perspectiva general), sobre profesores, considerando un contenido
matematico, y algunos que aportan algunos resultados, analisis o experien-
cias con estudiantes donde se atiende, de alguna manera, a la nocién de
variacion, asi como investigaciones sobre el discurso en el aula.
* Examen de teorias acordes con nuestra investigacion
* Basqueda y reflexion de la metodologia adecuada

» Trabajo de campo
El estudio definitivo comprendi6 una investigaciéon de corte etnografico que abarco
sels etapas:
* Obtencién de datos (observacion en la situacion de campo)
* Elaboracion de los registros de la observacion (toma de notas y confeccion
de toda evidencia documental).
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Formato para registro de la observacion
Variacion: fendmeno de envejecimiento de las situaciones de la ensefianza

Clave de la observacion Fecha: Pagina:

Hora Palabra clave Clomentarios

* Analisis, descripcién e interpretacién de resultados

* Sintesis e interpretaciéon global (integracion del material de cada aula
investigada para establecer generalizaciones).

* Integracion de productos de investigacion (seleccion de los puntos clave
que merecen destacarse)

* Redaccion del informe

» Descripcion particular y general
Como éste es el nucleo del informe de una investigacion de campo, la descripcion
general que acompana a nuestro trabajo suministra pruebas de la frecuencia relativa
de oposicion a un fenémeno dado

» Interpretacién y comunicacion de resultados

Esta fase comprenderd acciones encaminadas a establecer vinculos clave entre
diversos datos (unidades de analisis y categorias de interpretacion), mientras que el
comentario interpretativo aparecera de tres formas: una interpretacion que precede
y sigue a cada descripcion particular en el texto, y una discusion tedrica que apunta
a la significaciéon mas general de los patrones identificados en los acontecimientos
mencionados. Esta descripcion se apoyard en las transcripciones de los registros
que se audiograbaron), con el objetivo de identificar algunas regularidades en el
contexto del aula y en las situaciones de ensefianza donde interviene la nocion de

variacion.



Capitulo 5

La variacidon y las
explicaciones didacticas
de los profesores

En los estudios cualitativos, a diferencia de los cuantitativos, el analisis de datos
no tiene vias de salida muy definidas, como la aplicaciéon de un método o de
algoritmos de procesamiento a los datos recopilados. Una de las dificultades radica,
precisamente, en la determinacion de un método.

La estrategia de analisis implica un proceso continuo de los datos a la
conclusion y viceversa. Aunque esto pareciera inagotable, llega a su término cuando
se detectan concordancias o asociaciones significativas entre los datos, pero sobre
todo cuando se aportan nuevos elementos para entender la situacion. Dicho andlisis
requiere de multiples lecturas sobre los registros con la finalidad de hallar el sentido
que tienen las acciones para los participantes.

Para organizar los datos, consideramos pertinente determinar una serie de
temas comunes en cada caso, a fin de hacer homogénea la informacioén recolectada,
en el sentido de que aportaran elementos en direcciones similares, aunque no
necesariamente con el mismo matiz o énfasis. Esto no sugiere categorias de analisis,
solo se hace referencia a un proceso de reduccion de datos. Las categorias de analisis
surgiran después de visualizar relaciones y encontrar nexos entre diversos aspectos.
Algunos de los detalles presentados pueden considerarse irrelevantes en el contexto
del problema de investigacion; sin embargo, su utilidad sera mejor valorada cuando
se intenta tener una imagen, lo mas completa posible, del docente vy, por supuesto,
de su actuar en el salon de clase.

Atendiendo el objetivo de la investigacion, en este capitulo se presentan
los analisis y la discusion del trabajo con los tres profesores seleccionados para
desarrollar el trabajo, lo cual implico que elaboraramos interpretaciones y estudios
en direcciones especificas. Sobre los momentos abordados, decidimos atender a las
situaciones que se repiten y que permiten inferir algunas reglas de la interaccion,
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asi como recoger y analizar otras de excepcion, como también se sefiala en Candela
(1999).

A partir de los datos recolectados se produjeron diversas formas de
reduccion. Por ejemplo, se agruparon aspectos relacionados con la gestiéon escolar y
que posteriormente se volvieron a conglomerar en torno a los matices sobre diversos
temas; asi, de manera sucesiva, se construyeron nuevas formas de agrupacion.
Se organizaron cada una de las agrupaciones con la intencién de construir una
visualizaciéon general que nos permitiera hallar relaciones entre los datos y definir
nuevas formas para jerarquizar la informacion. Tal perspectiva ofrece una visién de
conjunto de los datos que apoya la generalizacion de las conclusiones. Una resena
detallada del proceso seria excesiva, sobre todo porque en su heuristica se logran
caminos correctos, pero también hay erréneos.

Bajo la premisa de que el discurso es un medio para estudiar las practicas
sociales, en esta investigacion interes6 ahondar tanto en las caracteristicas de una
sesion de clase como en los recursos o elementos discursivos de los profesores
cuando ensefian una nocién compleja como la de variacion, sin dejar de lado
la participaciéon de los estudiantes. Los datos fueron recolectados mediante
observaciones y grabacion en audio de las clases que luego fueron transcritas. Para
el analisis se tomaron fragmentos de las conversaciones antes descritas donde se
encontraban las descripciones mas ricas en informacion, con ejemplos formulados
tanto por los maestros como por los alumnos.

1. Las explicaciones en la clase de matematicas
Si se concibe a la enseflanza como un espacio de comunicacién, el discurso
constituye el vehiculo que transporta la mayoria de los aprendizajes surgidos
en el salon de clases, cuyos aspectos estan poblados de diferentes lenguajes que
unos emiten y otros intentan interpretar correctamente. Idealmente, el aula es un
espacio para el entendimiento mutuo, para cierta negociacién de conocimientos
y para la formacién de significados compartidos: en tal sentido, ensefar consiste
fundamentalmente en comunicar (Edwards y Mercer, 1987). Dicho enfoque sugiere
que se analice aquello que se dice y como se dicen las cosas dentro de la clase. Al
considerar al discurso como un medio para estudiar las practicas sociales (Candela,
1999), partimos de que el discurso en el aula tiene una organizaciéon explicativa, ya
que toda intervencion se puede ver orientada hacia la comprension de alguna idea,
nociéon o concepto.

Para estudiar el discurso de los profesores resultd conveniente prestar atencion a
algunas situaciones del aula donde se empleaba una serie de explicaciones didacticas
(en el sentido de Sierpinska, 1994) y de recursos discursivos para hacer asequible



la nocion de variacion. Por ello, se analizaron el papel de las acciones explicativas
en la construccion de significados y la forma y situaciones en las que los profesores
hacen uso de este recurso.

Sin embargo, también nos interesé abordar la construccion de recursos
discursivos para estructurar la explicacién en el aula e indagar su papel en la
construccion del conocimiento. Consideramos que uno de los objetivos del docente
es que los estudiantes comprendan los conocimientos matematicos o el saber que
ensefla y, entre las estrategias que lleva a cabo, figuran las explicaciones. La explicacion
engloba a aquellos recursos discursivos que tienden a comprender una nocion,
idea, hecho, objeto o fenémeno, y van mas alld de una descripcién, pues tratan
de encontrar sus causas o vias para entenderlos. No sélo genera una actividad
reflexiva, sino también es un medio explicito que dispone el profesor o el estudiante
para unir o enlazar ideas. Da una o mas razones para volver comprensible un dato,
fenébmeno, resultado o comportamiento (Duval, 1999).

El profesor asume explicitamente la responsabilidad de “hacer comprender”
y de establecer vinculos con sus alumnos a través de las explicaciones, que pueden
tener diversos status diddcticos: simples comentarios, ilustraciones, soluciones de
problemas, demostraciones, entre otros. Por otra parte, nos interesa poner en tela
de juicio la concepcion de que en el saloén de clases los discursos son autoritarios
y los formatos comunicativos que usa el docente se caracterizan por su rigidez y
poca reflexion, sin atender a la manera en que llega la informaciéon a los alumnos.
Esto se debe a que los conocimientos ya estan acabados y son congruentes con los
planes de educacioén superior, de ahi que al docente se le atribuya la autoridad de
ser el conocedor de la verdad. Empero, veremos las explicaciones del docente y como
son modificadas cuando hay una interaccion discursiva con los alumnos.

La explicaciéon es uno de los medios que emplea el profesor para hacer
comprender o “dar sentido”; constituye el objeto de una comunicacién, un debate
o una discusion. De igual manera, puede aparecer como una comunicacion de
informacién 1til o como un medio que facilita rapidamente una comunicacién o
argumentacion, parece estar ligada al razonamiento (Duval, 1999) y su objetivo es
hallar el entendimiento (Sierpinska, 1994).

Sierpinska hace una diferencia entre las explicaciones cientificas y las
explicaciones didacticas. El objetivo de las primeras es lograr el entendimiento
de las bases mas conceptuales -por ejemplo, de una teoria matematica abstracta-,
mientras que las segundas se dirigen a un entendimiento con bases mas familiares
(una imagen, algin conocimiento previo o experiencias) y frecuentes en la
ensenanza. Como el rol de la explicacion es volver asequible el sentido de un objeto
(ya sea método, término o enunciado), constituye el medio que utilizan el docente y
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los estudiantes para mostrar o investigar la comprension. Sus objetivos son variados:
ensenar, convencer, requerir un orden u obtener una ventaja.

Puede observarse que los docentes, a menudo, promueven la generacion
de explicaciones cuando demandan a los alumnos que justifiquen o expongan sus
puntos de vista.

Estas explicaciones -que pueden aparecer en el discurso del profesor o en
el del estudiante, en una comunicacion, en una discusiéon o debate-, son necesarias
para el avance de la situacién didactica, pero también pueden ser una exigencia
arbitraria y formal del profesor, quien impide el desarrollo natural del proceso
por los comentarios que da o impone. Ahora bien, las diversas funciones de la
explicacién permiten identificar y clasificar sus ocurrencias en las transcripciones y
en los registros de las lecciones. Los estudiantes necesitan de una explicacién que les
permita identificar los hechos y comprenderlos.

Enseguida se analizan las explicaciones dictadas por el maestro sobre la
nocioén de variaciéon y como se desarrollan durante la interacciéon. Afirmamos que,
en tal entorno, el profesor, aunque ensena, esta influenciado por el alumno.

1.1. Las explicaciones didacticas de los profesores: la variacion

En este capitulointeresa mostrar cbmo aparece lanociéon de variaciéon enla ensenanza
y cudl es su desarrollo en el proceso de negociacion de significados del discurso en el
aula. Sierpinska (1994) y Mopondi (1995) apuntan que las explicaciones didacticas
son aquellas que ofrece el profesor (o el alumno) y se dirigen a un entendimiento
con bases mas familiares y frecuentes en la ensefianza. Dan una o mas razones
para volver comprensible un dato, fenémeno, resultado, o comportamiento (Duval,
1999).

En el salon de clase hay diversas alternativas para abordar los temas
trabajados, de ahi que tanto el profesor como los alumnos traten de construir sus
versiones sobre el contenido escolar. Aqui, los participantes aportan sus explicaciones
para entender y poder orientar los acuerdos sociales.

Ante la pertinencia de distinguir las formas de explicacion que pueden
tener consecuencias didacticas en la construccion del conocimiento, a través del
discurso escolar, al apreciar en el interior de cada una de las clases, los recursos
utilizados por el profesor, sin dejar de lado las contribuciones de los alumnos, y su
efecto en la construccion del conocimiento.

Para estudiar los recursos o elementos discursivos de que se valen los
profesores al abordar la nocién de variacién, dirigimos el analisis hacia las
situaciones donde explican con claridad sus diferentes temas de estudio, funciin y
derivada; también atendimos a las explicaciones de los alumnos, sus demandas de una



mayor exposicion y como se modifica la explicacion durante la interaccion. Para
ello, se opto por enfocar la atencién en el papel de las explicaciones durante la clase
de matematicas, cuando se pretende ensenar conceptos y procesos matematicos
ligados con la variacion.

De este modo, se identifican las explicaciones didacticas, los elementos
discursivos y la negociacion de significados a los que recurre el profesor, tomando
en cuenta que el discurso matematico escolar en el salén de clases proporciona un
escenario para el maestro y los alumnos a fin de que representen, piensen, hablen,
estén de acuerdo o no. Aqui se sugiere un analisis sobre qué y como se dicen las cosas
durante la clase, bajo la premisa de que el discurso en el aula tiene una organizacion
explicativa, ya que toda intervencion se puede ver orientada hacia la comprension
de alguna idea, nocién o concepto.

Un primer asunto de interés, consistio en explorar las ideas que tienen los
docentes sobre la nocién de variacion, con base en las explicaciones que formularon
en el salon de clase y como se modificaron en la interacciéon discursiva para llegar
a acuerdos entre ellos. Algunas secuencias discursivas fueron cortas y otras un poco
mas largas; sin embargo, como la interaccién que se da en el aula hace complicado
recortar y elegir solo la explicacion del docente, resulté muy dificil mostrar ejemplos
de todos los puntos considerados.

En las explicaciones que formulan los profesores, la nocién de variacién
(categorias de analisis) desempena los siguientes papeles:

- Guando emplean a la tabulacién como variaciéon numérica

- Al momento de construir graficas como la variacion de un punto de referencia
- En sus expresiones verbales con referencia a situaciones cotidianas

- Mediante el empleo de parametros como variables principales

- En los casos donde la derivada es vista como co-variacién o comparacion a/b

1.1.1. Cuando emplean a la tabulacién como variacion numérica
(explicacion usando la tabulacion)
Se ilustra con algunos ejemplos de las explicaciones didacticas en las que aparece la
variacion numérica, donde se ve que la tabulacion es ligada con varias situaciones:
- Relacion entre conjuntos
- Explicaciones por medio de un ejemplo
- Comportamiento
- Puntos intermedios
- Aproximacion
- Rotacion
- Crece o decrece
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- Relacién entre conjuntos y la tabulacion

La explicacién encontrada en los libros de célculo sobre la definiciéon de funcién
es conjuntista; se circunscribe a la relaciéon o la regla de correspondencia entre
dos conjuntos. En el siguiente extracto veremos que la explicacion del profesor se
da a través de la relacion entre conjuntos, pero ilustra puntos y nimeros, creando
una primera idea que conduce a la tabulacion; aqui, el docente se auxilia de un
modelo figurado que ocupa conjuntos. Sin embargo, menciona que otra manera de
establecer una relacion entre los dos conjuntos es mediante ecuaciones.

Extracto 5.1
P: ..Las maneras en que nosotros podamos establecer la relaciéon entre esos
dos conjuntos son diversas. Las que mas vamos a trabajar nosotros son aquellas
que estan establecidas a través de ecuaciones y las podemos hacer de diferentes
formas... La vez pasada escribi algunos conjuntos pequenitos con algunos
elementos; por ejemplo, ponia 1, 2, 3, 4, y le llamdbamos X y a ese I dentro de ¥
habia escrito 1, 4, 9 y 16. Entonces la pregunta es si existia alguna relacién entre
ese conjunto de numeros...
Am: jAja!
P: ;Cual era?
Am: La ¥
P: O sea que los que encerramos en 1" ;qué son?
As: [..]
P: Si lo manejamos ast si lo establecemos asi, entonces la correspondencia seria. ..
As:Ell conel |
P: El lconel 1.
Am: jAjal
P: El 2 con el 4, el 3 con el 9, el 4 con el 16, ;no? Entonces, si nosotros se lo
establecemos asi, si hablamos en general de X'y el 7’1o tenemos aca, si lo queremos
establecer en 1 ¢qué seria?
Am: X al cuadrado, (¥*=p): Daria . Entonces, lo tenemos como una relacién entre
dos variables, como una ecuacion, donde esas variables las manejamos como... ¢ X
que nombre recibe? ;Y en 1?
Am: Variable independiente
P: En X es la variable independiente, mientras que 1...
Am: Variable dependiente
P: La variable independiente ;verdad? Mientras que 1, la variable es dependiente.
Am: La variable dependiente

P: Si, la variable dependiente es lo que vamos a llamar la funcién, ¢verdad? Si



nosotros lo escribimos asi, lo tenemos como una relaciéon entre dos variables en
notacion funcional.
B (Gpo-1), p. 3.

El profesor Bruno demanda que sus alumnos desglosen su opinion vy, a través de
las preguntas, se propician intervenciones explicativas de los estudiantes, quienes
asi demuestran sus conocimientos del tema. Podemos ver que el profesor utiliza la
opini6on de la mayoria; por ejemplo, “El I con el 1 (a coro)”. De este fragmento se
puede constatar que se esta haciendo una tabulacion, esto es, variacion numérica
donde el nimero ordena puntos. El profesor explica la relacion entre dos variables
y lleva a los alumnos a que busquen su funcion correspondiente: sigue usando el
modelo figural, para la una funcién cuadratica y(x)=x7.

- Explicacién por medio de un ejemplo y la tabulacion
Ahora daremos un ejemplo de una explicacion en la que aparece la tabulacion:
Extracto 5.2
P: La forma mas simple para trazar una recta y=2x+3, se necesita, ;qué cosa?
¢Cual es el requisito minimo para trazarla?
Am: Dos puntos
Am: Que tenga dos puntos
P: Dos puntos. Entonces, segin el axioma de la geometria, para trazar una recta es
suficiente tener dos puntos. Y para un plano, jcuantos puntos se necesitan?
Am: ;Para un qué?
Am: Cuatro.
P: Un plano.
Am: Cuatro.
Am: Tres.
P: Tres puntos definen un plano, dos son suficientes, para trazar una recta. Yo no
puedo trazar una recta si no tengo dos puntos, con uno no puedo hacer nada; un pla-
no requiere de tres. Necesito dos puntos para trazar la recta, y los mas simples para
trazarlos son donde cortan el eje de las Xj; es decir, cuando X vale 0, ;Cuanto vale 1?
As: 3
P: ;Cuando Y vale 0 cuanto vale X?
Am: 2
P: ;Cuanto dijeron?
Am: ;Cuando X vale cuanto?
P: Cuando X vale 0, ¥'vale 3, ese es uno. Cuando ¥ vale 0 ;cuanto vale X? ;Vieron

de donde lo sacamos?

55



56

As: ;Si!

P: ... No necesita ser tanto, simplemente dos puntos son suficientes para cruzar
la recta, ¢Cuales? los que cortan el eje de las X [...] st no lo entendieron [...] st
alguno de ustedes dice, bueno pues yo no le creo mucho al maestro, pero mejor voy

a hacer mi tablita, pueden hacer la tabulacién y ya pueden trazar y=2x+3.
A (Gpo-1), p. 21.

En esta sesion el docente ofrece una explicacion de la funcion constante, lineal y de
la cuadratica en forma polinomial de cada una de las funciones. Luego sugiere un
ejemplo de la funcion lineal y=2x+3 y pregunta a los alumnos cual es el requisito
minimo para trazarla. Ellos responden que dos puntos.

Para localizar un punto en el plano se necesitan dos nameros. Sabemos
que cualquier punto puede representarse como un par ordenado (a, b). El docen-
te pregunta: ‘1 para un plano cudntos puntos necesito?” Un alumno responde por me-
dio de otra pregunta: “;Para un qué?”, demandando una explicacion; sin embargo,
otro alumno responde que tres puntos. El profesor sugiere a la tabulacién como
un medio para validar la grafica, ya que afirma que dos puntos son suficientes
para trazarla, pero pone en duda su explicaciéon cuando les dice a los alumnos
que, si no le entendieron o no le creen, que hagan la tabulacion. El profesor jus-
tifica los resultados o el método empleado (el cual va a institucionalizar) e intenta
validarlo.

La explicacion del maestro usa el modelo de la tabla de valores, donde se
muestra la relacién que hay entre dos cantidades. La nocién de variacién que se
puede ver, durante la clase es la numérica; el modelo o representacion es la tabla de
valores y, por dltimo, se aborda el modelo geométrico. Aqui se aprecia una situacion
didactica en la que se dan un conjunto de relaciones, surgidas al interior del salén
de clase, entre el docente, los alumnos y el conocimiento. Dichas relaciones son las
que interesan en este estudio pues son del tipo explicativas, el profesor explica al
alumno con base en el millieu, haciendo uso de todos los elementos a su alcance, en
este caso el modelo de la tabla de valores aunado al modelo geométrico de la recta.
Este hecho, serd una caracteristica notable en el fendmeno de envejecimiento. Se
acude a los recursos disponibles intentando cambiar la explicacion.

- Comportamiento y la tabulacién

Eldocente explica las funciones racionales y luego sugiere que se haga una tabulacién
para ver el comportamiento de la recta. Tal estrategia tiene suma importancia, ya
que se esta manejando el comportamiento de la funcion.



Extracto 5.3

P: Miren si esa expresion se puede dar, fijense bien, es lo mismo lo %ue esta aqui es
. . . ¥-9 . (x+3)(x-3)

exactamente lo mismo. Si yo tuviera: = digo
y S =5 dig )

a x-3 para x#3. Estoy haciendo lo mismo; significa exactamente lo mismo. Y esto,

esto es igual

Jqué cosa es?

Am: Una recta

As: iEso es una recta!

P: O sea esto es exactamente una recta, ¢no lo quieren creer? Podriamos hacer
una breve tabulacién para ver mas o menos su comportamiento; por ejemplo, yo
le puedo dar algunos valores para observar mas o menos ¢si?, dice que excepto
para -3. Entonces, yo le puedo dar cualquier valor, como -4, -2, -1 0, 1, 2, 3. Esos
son algunos valores que puedo darle... vean ustedes lo curioso de la grafica de esta
recta. Guando dice y=x-3, entonces -4 serian —7, -5, -2, -1, -4, -3, -2, tverdad?, -1.
Am: 0

P: 0 ;verdad? Con eso ya tenemos una idea de como esta la grafica.

A (Gpo-1), p. 33.

El profesor pregunta a los alumnos, después de la simplificacién, qué les resulto:
“Y esto ;qué cosa es?” Los alumnos identificaron rapidamente que se trata de una
recta. Enseguida utiliza esta respuesta para hacer su comentario y llevarlos hacia la
tabulacion.

Con la tabla de variacion numérica se tendra una idea sobre el
comportamiento de la grafica; dicha expresion puede notarse en el tltimo turno de
la secuencia. Podemos ver que el profesor emplea la opiniéon de la mayoria, como en

/J)

la expresion: “GEso es una recta!”. En esta situacion didactica, el docente hace ligeras
modificaciones a las explicaciones construidas durante la interaccion, propiciando
una complementariedad entre las versiones de los alumnos y la suya propia. Las
intervenciones del profesor hacen la doble funcién de solicitar explicaciones y tratar
de orientarlas hacia las respuestas que él considera aceptables.

La nociéon de variacion que usé el profesor durante su explicacion fue la de
variacion numérica y el modelo del que se valio fue representado por la tabla de
valores. El fenomeno didactico de envejecimiento de las situaciones de ensefianza se
produce incesantemente en el aula, pues el profesor interactiia constantemente con
los alumnos mediante el uso del saber. A pesar de que se analizan varios episodios
aislados, eso no significa que el fenémeno de envejecimiento ocurra solo en esos
instantes, pues como sefnala teoria y constata nuestra propia evidencia empirica, este
fenébmeno ocurre permanentemente. Este analisis lo tinico que hace es describirlo,
estudiarlo y explicarlo.
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- Puntos intermedios y la tabulacién
En el siguiente extracto, el profesor explica que para hacer la grafica de una funcién
se requiere de una tabulacion. Propone los valores siguientes, -3, -2 y -1.

Extracto 5.4

P: ... f{x)=x. Queremos su grafica. Haremos una tabulaciéon. Vamos a darle valores
a x y encontramos los de y; por ejemplo empezamos con -3, -2, -1. :Por qué en
ntmeros enteros?, alguien podria preguntarme. Porque son sencillos de trabajar;
también puedes ocupar fracciones, pero ¢para qué meterse en problemas, verdad?
La pregunta podria ser: ¢por qué no evaluamos en mas nimeros? Eso es a criterio
tuyo, o sea, si ti consideras que con esos puntos puedes visualizar la forma de la
grafica. Si para ti no son suficientes los puntos tendrias que dar mas, ;cuantos? Los
necesarios para que ta visualices la grafica. En este caso para hacer su grafico nos
encontramos con esto: -3 con -3. Creo que ese ya lo trabajan muy bien: el 1 con el
l,el2 conel 2, el 3 con el 3. ;Por qué unimos los puntos? Porque entendemos que
los demas puntos intermedios, también los puedes evaluar y encontrar su respectiva
pareja; entonces los unes y te da esta figura que representa una recta.

C (Gpo-1), pp. 2-3.

Dicha explicacion es interesante ya que el profesor supone que los alumnos le van a
hacer una serie de preguntas que él mismo formula y contesta. La primera pregunta
alude a la seleccidon de ntimeros enteros para tabular: “por qué en niimeros enteros?”.
Su explicaciéon enfatiza en que resulta mas sencillo trabajar con enteros que con
fracciones. La segunda pregunta, “vpor qué no evaluamos en mds niimeros?” la deja al
criterio del alumno, pues lo que interesa es que visualicen la forma de la grafica.

Cobra especial relevancia la Gltima pregunta, “ipor qué unimos los puntos?”,
debido a que la explicaciéon del profesor gira en torno a los puntos intermedios
(sucesion de puntos) que hay entre los nimeros propuestos. Si bien al unirlos da
una grafica, los puntos intermedios son aquellos que el profesor mencioné que era
complicado tabular (las fracciones); los nimeros con los que elabora su situacion de
ensenanza son tres valores alrededor del cero. Ademas, en su explicacion aparece
la nocién de variaciéon numérica, donde el nimero ordena puntos, mientras que su
modelo es la tabla de valores. La funcion se visualiza con ayuda de un modelo de
representacion grafica.

Como en la explicacion anterior, la siguiente también se refiere a la sucesion
de puntos, solo que aqui se les dificulta a los alumnos unirlos. Esta dificultad puede
eventualmente ser controlada por la gestion de clase del docente, quien asume el
control del discurso, tanto al nivel de las afirmaciones como de las respuestas a



las preguntas que ¢l mismo plantea. Esta situacion sera de interés al momento de
analizar, en un sentido general, el papel de la explicacion en las conclusiones de esta
investigacion.

Extracto 5.5
P: Este tipo de graficas, les digo, son muy comunes. Ustedes no se deben asombrar.
Ya lo vieron, muchos estaban buscando un punto por alla, otro por aca y no
podian llegar a formar una sucesion de puntos. Resulta que esto es lo que pasa:
simplemente me fijo donde corta el eje de las X. Por eso da una idea de que
la curva esta cruzando al eje de las X en 3 puntos: aqui lo esta cruzando en 2.
Generalmente el grado de polinomio les dice cuantas veces corta el eje de las X.
Si el grado es | por ejemplo, es una recta, corta el eje de las X en un punto; st es
cuadratica puede cortarla en 2; si es ctbica la puede cortar en 3, es decir, cruzarla

en 3 puntos, y si es de cuarto grado, debe cortarla 4 veces...
A (Gpo-1), p. 30.

Esta explicacion se da cuando se trabaja la funcién ctbica f{x)= x’-4x. Aqui el
docente sugiere otra estrategia diferente a la de su colega en la situaciéon anterior,
que consiste en localizar el punto donde corta la grafica al eje de las X, de ahi
que haga una tabulacion con menos puntos y se apoye, como recurso visual, en la
representacion grafica de la funcion.

Para finalizar la explicacion del comportamiento de la funcién, en cuanto al
grado del polinomio, el profesor intenta generalizar cuando dice que, dependiendo
del grado del polinomio, son las veces que cruzara al eje X. Sin embargo, este tipo
de generalizaciones incorrectas le ocasionara un problema al estudiante si las toma
al pie de laletra, ya que intentara aplicar tal criterio en los diferentes ejercicios. Estos
intentos de generalizacién que eventualmente encontraran contraejemplos, exigen
cambios en las explicaciones a futuro, por asi decirlo, son el germen de cambios
potenciales de la explicacion, que seguramente se produciran ante la exigencia de
los alumnos ante nuevas situaciones. Si bien el ejemplo queda bajo el control de la
explicacion del profesor de este episodios, la generalizacion no.

La explicaciéon donde aparece la nociéon de variacion se aprecia claramente
en el empleo del modelo de la tabla de valores (variacién numérica) y en el modelo
de la representaciéon geométrica.

En el fragmento anterior podemos apreciar que la funcién f{x)=x’-4 es
propuesta por el profesor Alberto vy, en esta sesion, el profesor Bruno también la
trabaja.
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Extracto 5.6

P: ;Cémo resolver esa ctbica f{x)=x’-4x? Bueno, nos tardariamos ahorita en ver
eso de la evaluacion; hay que buscar alguna forma de resolverla para encontrar, los
puntos de corte. Si no podemos hallar los puntos de corte, (qué podemos hacer?
iEh! :Qué es lo que podemos hacer?

Am: (..)

P: ;Darle valores a quién? pues a X, con darle los valores correspondientes a 1 hay
que graficar esos valores ¢no? ¢Cuantos? Ahi ;cuantos?, para dar una idea mas
0 menos sobre como es la curva, jeh! Ya es parecida a algo que caracteriza a las

ctbicas en general, que son asi mas o menos, ;no?

B (Gpo-1), p. 66.

En la explicacion del docente sobre la graficacion de esta funcion se aprecia que,
si no funciona una u otra estrategia para graficar la funcién, hay que recurrir a la
tabulacion. Tales estrategias consisten en factorizar la funcion o bien en hallar los
puntos de corte.

A diferencia del extracto 5.5, donde se pretendia conocer el comportamiento
de la funcién encontrando los puntos de cruce o corte en el ¢je X, aqui el profesor
sugiere que se tabule en caso de no identificar los puntos de corte. El docente ofrece
dos alternativas: factorizar o tabular. Como el modelo de la tabla de valores ha sido
privilegiado, los alumnos optan por este método para conocer el comportamiento.
Una vez mas son las caracteristicas del contexto escolar las que guian las
elecciones del docente, este predominio del argumento tabular parece simplificar
la explicacion, de ahi que la basqueda de economia del docente condicione los
factores del envejecimiento.

- Aproximacién y la tabulacion

El método del profesor Bruno para graficar una funciéon consiste en hallar el
dominio-rango, ver si la funcién es par o impar y encontrar el cruce con los ejes.
Dicho ejercicio es muy parecido al presentado en el extracto 5.3.

Extracto 5.7 ‘
P: :Como le hago para trazar la grafica: f{x) = %?
Am: Dar valores cercanos al 4
P: En 4. Mientras que ésta no esta definida en 4, ni aquella tampoco, entonces
nada mas graficamos esto ¢no? ;Cual es la grafica de g(x)=x+4, qué es esto?
Am: Una recta

P: Es una recta ;Y qué necesitamos para graficar una recta?



Am: 2 puntos
Am: mas 4 seria, cerca del 4 y no del 3, profesor.
P: jAh!esen 4
Am: Si
P: Es en 4, ;verdad?, y yo estoy pensando en 3... aqui, seria en 4.
Am: Seria...
P: Entonces en 4, a ver por acd, 4.1 ;Cuanto me daria?
Am: 8.1
P: 8.1, 4.01, me da 8.01, bueno y si me acerco mas, ;qué va a pasar? Se esta
acercando, se esta acercando a...
Am: 8
P: ;Que sucede en 8?, la funcion esta
As: jIndefinida!
B (Gpo-1), pp. 77-78.

La actividad se resuelve conjuntamente con los alumnos. El docente inicia con la
pregunta “Cdmo le hago para trazar la grdfica?” Un alumno responde que darle valores
muy cercanos al 4, al darse cuenta que no esta definida en 4. Por la factorizacion
que se realizo, el docente pregunta cual es la grafica de g(x)=x+4, y responden los
alumnos que es una recta.

El ejercicio es abordado conjuntamente por el docente y alumnos a través
de la tabulacién (aproximar valores al nimero 4) para ver el comportamiento de la
grafica.

El profesor genera una interacciéon cuando demanda a los alumnos
que expliquen su opiniéon, como se pudo constatar en la secuencia anterior. Las
preguntas que formula el docente, como ya mencionamos, dan pie a intervenciones
de los alumnos en las que demuestran sus conocimientos sobre el tema.

En esta interaccion discursiva un estudiante corrige al profesor: “mds 4, seria
cerca del 4 y no del 3, profesor™, ya que €l le esta dando valores alrededor del 3 y no del
4 como habia sugerido un estudiante anteriormente. En lugar del dominio, se esta
hablando del valor de “y” si la funciéon fuera una recta.

De este extracto se puede concluir que se realiza una tabulacion y en la
tabla se muestra la relacion que hay entre dos cantidades, esto es, una variacion
numérica donde un niimero ordena puntos.

Como relaciéon de trabajo, la ensefianza es construida entre maestro
y alumno. Los ajustes y negociaciones que ocurren entre ellos implican una
construccion colectiva.
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- Rotacidn y la tabulacion
En el siguiente fragmento, la explicacién del docente gira en torno a un ejercicio
que consiste en graficar y comparar las funciones lineales y(x)=xy f{x)=-x.

Extracto 5.8

P: Vamos a graficar f{x)=x. Lo que yo observo es que me estoy tardando haciendo
esto y pudiera recordar que con 2 puntos puedo dibujar una recta. Entonces nada
mas le doy 2 ntimeros para no hacer tantas parejas y los vamos a senalar; vamos
haciendo las parejas, y ustedes calculan. Las parejas son (-3,-3), (-2,-2) y asi lo
vamos a hacer con f{x)=-x, nada mas vamos a darle 2 puntos ;qué nimeros? Ahi
surgi6 la pregunta (qué nimeros? Los que ti quieras, los que para ti sean sencillos.
Para mi el mas sencillo seria el 0 y el 1; nada mas vamos a trabajar con el O y el 1
donde estan los puntos... luego le doy uno positivo y uno negativo.
Am: ;Cualquier nimero?
P: Si, puede ser cualquier nimero, fracciones, decimales, por ejemplo puede ser
p, 0 \/5 . Vamos a manejar el -3, si ti evalias en -3 seria 3 y lo evaluamos en 3 y
da -3 y hacemos la localizacion... Bueno ya los tenemos, ... el ejercicio es para que
ta observes que puedes realizar una grafica y que podemos sacar una informacion
muy importante. Vamos a comparar estas dos graficas, aqui rapidamente voy a
encimar la funcién y(x)=x o sea f{x)=-x, para que las comparemos. Yo lo que podria
observar es... Me preguntaria aqui donde puse menos aqui tenia esta expresion
y me quedo la grafica esta y ahora le pongo un menos y me aparece la grafica de
este modo. Entonces podria ser la respuesta a ese menos; el modo de aparecer de la
grafica, o sea el menos a esta grafica la puso en esta forma. Ahora, si yo lo pondria
asi, vean a la grafica, la rot6, ¢verdad? la rot6 en ese sentido, alguien podria decir,
bueno y por qué no en el otro sentido, también la pudo haber rotado asi, pero de
cualquier forma hubo una rotacién, en este caso, si lo pienso en esta forma hubo
una rotacién de 90°, ¢si, verdad de 90°? y si lo veo de esta forma hubo una rotacion
de ¢cuanto? de 90° sverdad?
As: De 90°
P: Pero en el otro sentido. Bueno, entonces hubo una rotacion. Yo podria decir que
un menos a la expresion le hace una rotacion.

C (Gpo-1), p. 4.

La graficacion se llevo a cabo con una tabulacién para cada una de las funciones
que propuso el docente. El sugiere que se den dos puntos con los que se puede
graficar una recta, 1, 0 y luego los valores negativos. Los alumnos preguntan que si
pueden dar cualquier nimero para hacer la tabulacion; el profesor responde que



propongan la cantidad mas sencilla, afilade que pueden ser fracciones, decimales,
raices, o el simbolo .

El profesor basa su explicacion en la visualizacion de las graficas, ya que las
compara, y en su discurso aparece la idea de movimiento de las graficas. Cuando
confronta las rectas, una positiva y la otra negativa, dice que hubo una rotacidn de
90° (de la recta negativa), que el signo menos lo que le hace a la funcién es una
rolacion.

Al tratar de establecer una relacion entre f{x) y -f{x) habla de una eventual
rotacion de 90°. En realidad, da una reflexion alrededor del eje de las X, que
en este caso coincide con una rotaciéon en su forma general, pero puntualmente
el movimiento es la reflexion. Aqui se presentan dos tipos de explicacion donde
aparece la nocién de variacion: el modelo de la tabulacién, el de la representacion
grafica y el del lenguaje natural, digamos basado en definiciones no formales. Este
episodio al mezclar lenguajes no formales con formales, produce un factor de
envejecimiento, en la medida en que se incorporan al escenario acciones, como el
giro, no previstos ni generalizables. Es decir, en la medida en que avance su curso, el
profesor abandona la idea de la rotacién para usar sistematicamente la de reflexion,
pero el empleo de la palabra giro o rotaciéon quedara como un argumento de base
entre los alumnos quienes demandaran su uso en situaciones posteriores y de ahi la
aparicién de explicaciones por demanda.

- Crece o decrece y la tabulacion
En la siguiente secuencia, el docente explica el comportamiento de la funciéon
exponencial flx)=e*.

Extracto 5.9
P: Tu grafica e* es asi, sube y aqui se va acercando al 0. Una pregunta importante
seria ¢qué valor es éste? Ahi cuanto vale la e; entonces con tu calculadora vas hacer
¢’, pero no la necesitas jcuanto es e”
As: 0
P:1
As: jAh! No, 1
P: Esta es la funcién exponencial ¢” es 1. Lo que hace la exponencial es elevar este
nimero a una potencia, a la que ta le des, ya sea entero, racional o irracional. Por
cjemplo, si le das €2, scuanto es? Haganlo en su calculadora
Af: 7.29
P: O sea, que el 2 lo mandas a este valor, ¢verdad? El 3 ¢A donde lo manda?

Af: Es 7.39
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P: El 3 a donde lo manda

Af: 31

P: Fijense, el 3 ya lo estd mandando hasta 20.6, o sea...

Af: 20 puntos

P: 20 punto y tantos, pero fijense como crece muy rapido la funcién, el 3 lo manda
hasta el veintitantos, imaginense el 20 a donde lo manda e*
As: jUuuuh!

P: Y e* ;cuanto es?

Af: 54.59

P: ce®?

Af: 54.59

P: Imaginense, crece muy rapido la e¥, por eso estabamos diciendo que, por eso la

Jcuanto es?

curva esta asi. En cambio, ahora evaluamos en este espacio; tienes que evaluar en
un niimero negativo, por ejemplo en -3. Aqui queda como .

Af: 0.049

P: Exacto. Y miren lo que nos da, casi 0, y eso lo vemos aqui se va acercando cada
vez mas a 0, muy rapido, pero muy rapido, cast a 0, ésta es la funcion exponencial

C (Gpo-1), pp. 29-30.

El profesor da pie a la interacciéon cuando hace participes a los alumnos para hacer
la tabulacién de los valores que propone; sugiere que usen la calculadora, pero que
en el valor 0 no la van a necesitar. La respuesta que da la mayoria es erronea; dicen
que e’ es 0, y el docente les aclara que es 1.

El profesor, con la colaboracion de los alumnos, va haciendo la tabulacion
de la funcién y explica que la grafica crece muy rapido al elevar la e; a nimeros
positivos como, por ejemplo e*. L.a mayoria dice juuuh!y se puede interpretar como
que el crecimiento es muy rapido; sin embargo, cuando realiza la tabulaciéon para
los nimeros negativos, la grafica se va acercando a cero.

La tabla de valores sirvié para constatar la variacién numérica y donde
crece la funciéon. El modelo usado por el profesor es la representacion geométrica
para visualizar la funcién y emplea el modelo del lenguaje natural. El docente dio
estas razones para que los alumnos comprendieran que la funcién era creciente.
Durante la relacion didactica el saber ensefiado se convierte en saber del alumno.

A continuacién se presenta un ejemplo donde aparece un argumento de

autoridad.



Extracto 5.10
P: Necesita desarrollar la tabulacion tal como la hemos trabajado. Implica una
evaluacion, ¢verdad? sobre una expresion que es f{x)= (x+1)? ;:Qué entenderé que
¢l deberia de haber hecho en -3? Donde esta x, y le vas a poner —3, -3+1
C (Gpo-1), p. 10.

El profesor dice a los alumnos que deben tabular la funcioén, lo cual les crea confusion
porque algunas ocasiones les dice que usen las técnicas de graficacion y otras que
hagan la tabulacion.

Resumiendo

Ha resultado interesante analizar los diferentes planteamientos de los docentes
cuando se pretende graficar una funciéon por medio de la tabulacion. En los
fragmentos anteriores resulta notorio que se ha favorecido a la tabulacion, esto es,
una variacion donde un nimero ordena puntos, y las tablas muestra la relacion
que hay entre dos cantidades. En las explicaciones del profesor aparece la nocion
de variacion numérica en el sentido de que es el nimero el que ordena la posicion de
los puntos, mientras que, en su modelo o representacién grafica, la tabla de valores
guia la secuencia de construccion grafica.

En las diversas intervenciones de los docentes se lograron identificar
explicaciones donde, de alguna manera, se aprecian nociones en torno al concepto
de variacion: relacion entre conjuntos, aproximacion, crecimiento o decrecimiento,
sube, rota, inclinacién, comportamiento de los puntos intermedios.

El estudio sobre el papel de la explicacion en la clase de matematicas, intenta
localizar, analizar y explicar como se desarrolla el fendmeno de envejecimiento
de las situaciones de ensenanza. Estos pasajes, descritos anteriormente, muestran
que el origen del cambio en la explicaciéon del docente puede ser multiple y muy
complejo. Por ejemplo, el empleo de una generalizaciéon no valida, la repeticion
exhaustiva de un argumento o la combinaciéon de lenguajes inducen factores de
cambio en el discurso del profesor y muy particularmente en sus explicaciones. Al
nivel tedrico, ahi se encuentran las raices del envejecimiento.

1.1.2. Al momento de construir graficas como la variacion de un punto de
referencia

En las explicaciones de los tres profesores aparece la idea de mover un punto de
referencia como el origen, el vértice o la asintota. Dicha idea ha resultado de gran
importancia para construir las exposiciones sobre el movimiento de la grafica:
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- Variaciéon de un punto de referencia
- Linea de referencia
- Funciones trigonométricas

- Variacién de un punto de referencia: el vértice
En la secuencia didactica siguiente, la explicacion del profesor gira en torno al
desplazamiento del vértice o la variacion de un punto de referencia.

Extracto 5.11

P: Por eso marque ahi (-1, 0). Ahi estd su grafica. Fijense: cuando el numero afecta

a la funcién basica lo sube o lo baja, pero cuando afecta a la variable de la funcién

directamente la mueve. En este caso, (Hacia donde la movi6?

As: jA laizquierda!

P: Alaizquierda. Uno pensaria que porque tiene mas (+)la mueve hacia la derecha,

pero no.

Af: ;Y si fuera f{x)=(x-1)* 1o moveria hacia la derecha?

P: Lo moveria hacia la derecha. Les decia que uno pensaria que con mas (+) es hacia

la derecha y st es menos (-) a la izquierda, pero no es asi, es al revés. St es mas (+) se

mueve hacia la izquierda y si es menos (-) hacia la derecha, eso es lo que estamos ob-

servando, o sea, porque se contestaria a través de su tabulacion, localizando los puntos.
C (Gpo-1), p. 11.

Aqui se esta trabajando la funcién cuadratica f{x)=(x+1)% La explicacién del docen-
te atiende al movimiento del vértice cuando la funcién es afectada por un nimero
(“cuando el nitmero afecta a la variable de la funcién directamente la mueve™) y la compara con
la funcién basica f{x)=x” que, al ser influida por un nimero, hace que el vértice sube
o baja. El profesor pregunta hacia donde se movi6 la grafica y utiliza la opiniéon de
la mayoria para legitimar su explicacién, ya que los alumnos contestan a coro A4
la izquierda!”.

Una alumna toma como referencia el ejemplo que formula el docente para
generalizar la explicacién del movimiento o de la variacion del vértice a través de
la pregunta 1 si fuera f{x)=(x-1)? lo moveria hacia la derecha?”. El profesor dice que si
es mas (+), la grafica se mueve hacia la izquierda y si es menos (-) hacia la derecha.
La nocién de variacion se da con relaciéon a un punto de referencia que se mueve,
mientras que la validacién recae en la tabulacion.

El profesor recurre a expresiones familiares para ilustrar el movimiento del
vértice (sube, baja, derecha, izquierda) y usa dos tipos de explicaciéon para la nocion
de variaciéon: el modelo del lenguaje natural y el de la representacién geométrica.



La relacion didactica implica una construcciéon colectiva, ya que en la
ensenanza participan maestro y alumnos, implicando ajustes y negociaciones.

En el extracto siguiente, el profesor propone que se grafique la funciéon
J(x)=x’+x, y solicita la colaboracién de los alumnos para hacer a tabulacion. Dicha
estrategia facilita la interaccion, hace que todos los alumnos estén atentos al pizarron
y participen en la elaboracion de la tabla de valores.

Extracto 5.12

P: ;Como la podria graficar? Lo mas sencillo, aunque muy laborioso seria hacer una
tabulacion. ¢Pero cuantos valores le voy a dar? Eso es lo que no se sabe. ;Cuantos
valores le voy a dar? Vamos a darle los nimeros -3,-2, -1 Si alguien me ayuda por
favor para hacerlo un poquito rapido: -3°.
As: 30
P:-27, -2°
As: -10
P:-8;-1°
As:-2,0
P: -1sverdad? el 1 con 2. Son negativas como parejas. Esos son los puntos. Me
daria a entender que mas o menos va a asi porque aqui esta la joroba ¢verdad? La
jorobita por aqui estd; se remarca por esta parte. No esta escalado, yo sé que no
esta escalado, pero mas menos esa seria la forma. Fijense como se hace la grafica
J{x)=x"+x en un momento dado me muevo asi y vean como se hizo. La pregunta es
¢en qué punto hago el cambio? Yo lo hago cuando a mi me parezca que se vea bien,
por ejemplo. A mi me parece que se ve bien, pues yo lo hago también aqui y tengo
problemas todavia para hacer la grafica. En la curva seria interesante saber como la
muevo para que el centro me dé asi.
Am: El cambio es en el centro ¢no?
P: El cambio es en el centro, podria usted pensarlo asi. Ustedes ya hicieron la grafica?
Tal parece que con tabulacién voy a lograr una buena gréfica... Entonces, esto me
daria a entender que ya tengo el problema resuelto; no voy a aplicar las técnicas de
graficacion, lo voy a hacer con tabulacion. Ahi esta una de ellas, y lo hice con las
parejas 1,2, 3,4, 5,6, 7.

C (Gpo-1), p. 17.

El profesor trabaja la graficaciéon de funciones con lo que ¢l llama “técnica de
graficacién”, pero no le sirve ya que, a partir de una funcién basica f{x)=x" -le ha
denominado asi- le suma o resta parametros; sin embargo, como esta afectada por
la variable x, sugiere utilizar la tabulacion.
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Surge una interrogante en el discurso del profesor cuando intenta mover la curva:
“seria interesante saber cémo muevo la curva para que el centro me dé asi...”. Lo que desea es
manipular el origen (0,0) de la grafica, esto es la variacién de un punto de referen-
cia.

Aqui, el docente privilegia el modelo de la tabulacion, y la validacion de la
grafica recae en la tabulacion.

En el fragmento siguiente, el profesor explica dos funciones radicales
f(x)= Vx+l y f(x)= Jx-1. Aunque se trata de la misma funcion, le cambia el
signo a la raiz para estudiar como varia el punto de referencia, tomando como base

Jix) = J; . Al sumarle +1 a la raiz hay un corrimiento a la derecha y cuando se resta
-1, ala izquierda.

Extracto 5.13
P: Para el otro valor, mayor que 1, sucede un corrimiento, ¢verdad? mayor
que 1. Aqui esta 1: ahora hagan la curva. Si lo corremos a la derecha, fijense
bien coémo cambia un signo, como puede variar completamente un signo Més
es uno, menos es esto. Se trata de la misma funcién, nada mas que ahora
lo que sucede es que lo movemos a la derecha o a la izquierda y entonces
hay todo este tipo de curvas. Fijense muy bien porque en un examen son

conceptos muy sencillos, pero facilmente se pueden equivocar...
A (Gpo-I), p. 40

Se trata de la misma funcién, pero el signo hace que la grafica se mueva a la
derecha o a la izquierda. La explicacion del profesor se da a través del modelo de
representacion geométrica, visualizandose el movimiento de la grafica.

En esta secuencia, el docente explica la graficacion de la funcion
Y(x) = ex% o1 por medio de la “técnica de graficaciéon” y manipula la grafica.

Extracto 5.14
P: Asi es. Alguna pregunta de esto, algiin comentario del ejercicio. Si se entiende
entonces que la exponencial es ¢¥, después la movemos hacia la derecha 1/3, si su
punto de referencia esta en 0, entonces la movemos hacia la derecha 1/3, ahi esta.

Entonces e*'?

, ahora le aplicamos el signo menos €X_§ y lo que vamos a hacer
es invertirla con respecto al eje de las X, sestan de acuerdo?

As: Si

Am: Y al le sumamos ese 1

P: Si, ahora le sumamos 1. Entonces a este punto le sumamos 1, pero seria mejor



empezar con la linea de referencia, que es esta, y ésta le sumamos una unidad

imaginariamente, claro.

C (Gpo-1), p. 39.

La manipulacion de la grafica consiste en mover un punto de referencia que seria donde
cruza la funcion el eje y, tomando como base la funcion y(x)=¢'. Se parte de la
funcién basica y(x)=¢* para ver que le sucede a la grafica; si ahora el exponente
es x-1/3, se mueve el punto de referencia; luego el signo negativo la invierte. Es
interesante ver el profesor si se refiere a la reflexion. (“unwertirla con respecto al ¢je de las
X”). En el ejemplo 5.8 usé otra explicacion, aquella de la rotacion.

El profesor pretende llegar a un consenso cuando pregunta “Jestdn de
acuerdo?”, con el fin de validar su explicacion. Dicha técnica de graficacion la usa
mucho el docente, pero también la tabulacion. Esto confunde a los alumnos, ya que
en ocasiones no saben cuando emplear una u otra. La explicacién donde aparece la
nociéon de variacion gira en torno al modelo de representacion grafica con la cual
se visualiza los movimientos.

A continuacion se exhiben dos ejemplos donde la explicacion del profesor
se centra en el desplazamiento del vértice.

Extracto 5.15
P: Bueno (cudl es grafica de la funciéon?, si a esa funcion le sumamos por ejemplo
1, y queda y=x"+1
Am: se desplaza el origen en y=1.
P: ;Verdad que estariamos haciendo eso? Dijera que y va a ser lo que valga en x° y
eso que estariamos haciendo sumandole 1, ¢dénde esta en x? En 0 pénganle 1, en
0 pongo 1 y en 1 cuando valga 1, ahora la y jcuanto va a valer?
As: 2!
P: Va a valer 2 (...) y entonces la férmula seguiria siendo la misma. ;Qué fue lo
unico que sucedié? que la curva se desplazé una unidad hacia arriba y si la quisiera
yo bajar que podriamos hacer.
As: jRestar!
P: Restarle 1, ahora cudl serfa la grafica de y=x*-1 le podemos poner esta y=x+’, y
st regresamos 1 iqué va a suceder? Cuando abres al vértice el (0,-1) donde corta al
eje X en 1,-1 y esta es la grafica de y=+’-1, de y=+*. Si yo le resto ¢qué sucede con
la curva?
Am: La desplazamos

P: ;Cuantas unidades la desplazamos?

B (Gpo-1), p. 99.
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Inicia la explicacion con la funcién cuadratica basica y=x* que, cuando se le suma
una unidad (y=x’+1), desplaza su origen en y=1. La afirmacion “se desplaza el vértice
en y=1"fue hecha por un alumno, aunque no se le solicit6. Al restarle una unidad a
la funcién cuadratica basica (y=x’-1), se desplaza el vértice una unidad hacia abajo
y al sumarle una va hacia arriba. El docente utiliza el término “desplaza” que dijo
el alumno cuando asevera: “la curva se desplazé una unidad hacia arriba”™.

Cuando el profesor demanda que los alumnos expongan su opinién, a
través de preguntas motiva intervenciones explicativas y resulta de sumo interés
para los alumnos poder “mover” o “desplazar” el vértice de su posicion inicial. El
profesor intenta generalizar que, si a la funcién basica le suman una cantidad, la
grafica se desplaza hacia arriba, y si le restan, hacia abajo. En esta situacion hay dos
tipos de explicacién donde interviene la nocién de variacion: el modelo del lenguaje
natural y el modelo de la representacion geométrica, que sirve para visualizar los
movimientos.

Por ultimo, la teoria de situaciones (Brousseau, 1986) esta basada en una
aproximacion constructivista, que actia bajo el principio de que una nociéon
se construye en el ambiente de situaciones de ensenanza, de ahi que nosotros
consideramos que en el aula se crea un discurso que elaboran maestros y alumnos,
a continuacion se presenta un ejemplo.

Enseguida se percibe como se desplaza el vértice de una funciéon cuadratica
bésica (y=x°) cuando se le suma una unidad y se eleva al cuadrado (y=(x+1)

Extracto 5.16

P: Es una parabola y=(x+1)°. Inclusive hasta la podemos ver asi, y=x’+2x+1,
¢verdad? Luego, el -2 scuanto es? El -2 es 1. Entonces la curva seria asi -a ver si
estamos de acuerdo-, mientras que la forma basica seria hasta acé, que es y=x% la
forma sigue siendo la misma. Debemos entender que es la misma curva y lo Gnico
que hace la linea es desplazarla ¢hacia donde?
Am: A la izquierda.
P: Hacia la izquierda. Y si la quisiéramos mover mas hacia la izquierda, (que
tendriamos que hacer? Que se sustituya en la forma bésica ¢a quién? A x por x+2
(y=(x+2)?. Si la quiero yo hacia la izquierda, hasta -10, entonces ¢en dénde se
ubicaria F? si la funcién original es f{x)=x? y yo me la quiero llevar hasta el vértice
que esta en -10, ¢qué hago?
Am: Seria: y=(x+10)?

B (Gpo-1), p. 101.



La explicacion del profesor toma como referencia a la funcion basica. Es la misma
forma de la curva, pero ahora se desplaza una unidad hacia la izquierda vy, si
se quiere mover mas hacia la izquierda se tendria que dar un nimero negativo
cualquiera, como el -10.

Aqui se destaca que el profesor Bruno hace el binomio al cuadrado. Esto lo
podemos ver al inicio de este extracto; sin embargo, en el grupo del profesor Carlos,
hay toda una discusioén por el hecho de que un alumno desarrolle el binomio al
cuadrado (extracto 5.31). Al término de las explicaciones sobre el movimiento o el
desplazamiento del vértice, el docente resume el tema con la siguiente tabla.

Funcion Grafica

Y=f{x)+¢, ¢>0 La grafica Y=f{x)+c desplazada c unidades hacia arriba
Y=f{x)-¢, ¢>0 La grafica Y=/{x)-c desplazada ¢ unidades hacia abajo
Y=f{x-c), ¢>0 La grafica Y=f{x+¢) desplazada c unidades hacia la derecha
Y=flx+c), c>0 La grafica Y=f{x+¢) desplazada c unidades hacia la izquierda
Y=+x), La reflexion de la grafica de Y=f{x) sobre el eje X

Se aprecian dos tipos de explicacién que implican a la nocién de variacion. Uno es
el modelo del lenguaje natural (desplazamiento hacia arriba, hacia abajo, izquierda,
derecha) y el otro el modelo de la representacion geométrica, que permite visualizar
el desplazamiento de la grafica o parabola como una identidad completa.

Elsiguiente extracto es parecido a los ejemplos anteriores; el vértice consiste
en un punto de referencia que se mueve. La funcién con la cual se esta trabajando
es la cuadratica basica, pero ahora negativa 1=-x" y se invierte hacia abajo.

Extracto 5.17
P: Tenemos 1= -x%. Si ahora fuera invertida, tendriamos que hablar de la funcién
cuadratica, pero hacia abajo...
Am: La estan modificando
Am: {Eh!
Am: La estan modificando esos nimeros.
Am: Por ejemplo, si son negativos.
P: Regresen a la ecuacion de la parabola; converge en el origen de A ;como dice
(X-h)* + 4p(y-k)? ;Le llaman 4 o P?
As: P
P: 4P(YV-K), esto es £, ¢verdad?, Es decir, que la pardbola, si es positiva, seria
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hacia arriba; si es negativa, hacia abajo. Esto sucede en un caso mas general, por
ejemplo, déjenme ver, cuando el vértice no es el origen ahora ;Cémo seria esta
parébola y= x*-2, isera semejante a aquella?
Am: Si
Am: No
Am: No se va a mover del origen
Am: Se mueve nada mas.
As: (..)
P: Nada mas es un corrimiento
Am: 2 alaizquierda (...)
P: Que tal si paro el movimiento (...)
Am: Si yo la roto (...)
P: Si yo le restara dos o le sumara dos, fijense bien qué pasa con estas parabolas.
Am: Se hace hacia la izquierda
Am: O hacia la derecha.
A (Gpo-1), p. 24

Cuando un alumno dice “la estd modificando™, se refiere a que el signo menos esta
modificando la grafica. Hace tal comentario ya que la funcién basica con la que
se auxilia es la cuadratica f{x)= x°. Podemos ver que los alumnos dan explicaciones
sobre lo que le paso a la parabola al ser afectada por un signo menos.

El docente recurre a la parabola para explicar cuando es que son concavas
y cuando convexas. Propone otra funcién, y=x’-2 con la intencion de que los
estudiantes la comparen con la parabola anterior, y surja una discusion entre los
alumnos sobre si hay semejanza entre las dos funciones. Las anteriores intervenciones
de los alumnos, son distintas versiones que se dan como respuesta a la pregunta y
en algunos casos se contrapone entre si y con las explicaciones del profesor. Los
alumnos manejan el movimiento del origen (asi lo hacen en el episodio, aunque
como sabemos se trata mas bien del vértice) y su desplazamiento hacia la izquierda
o hacia la derecha para construir una explicaciéon acerca del comportamiento
de la grafica. Aqui la explicacion de la nocién de variaciéon ocupa el modelo de
representacion geométrica, a través del cual se visualiza el comportamiento de la
parabola hacia arriba o hacia abajo. En la secuencia anterior lo que sefiala (Bruner,
1988) que la construcciéon del conocimiento no es un proceso individual, aislado,
sino un proceso social de creacion conjunta de la cultura.

A lo largo de estos extractos hemos podido observar que sistematicamente
se hace referencia a las relaciones entre desplazamiento de una grafica con la
variacion de parametros. La mixtura de lenguajes utilizados en estos ejemplos,



provienen de un referente natural cotidiano, se usan ideas, expresiones, metaforas,
generalizaciones basadas en lo mas familiar para ellos. El mover un vaso, unasilla, o
ahora una grafica no exigira de una explicaciéon mayor, una explicacion matematica,
sino que habra de demandar de explicaciones didacticas, explicaciones que son
familiares y sirven para el entendimiento. Explicaciones que, desde un cierto punto
de vista matematico, no son consideradas explicaciones matematicas en la medida
a la que aluden acciones sobre objetos concretos. En este sentido, el espacio de
interacciones discursiva entre los alumnos y el profesor cuando se trata de nociones
como la variaciéon, se amplia considerablemente dando lugar a un ambiente de
acuerdos y negociaciones muy amplio. En nuestra opinion, si esto es consubstancial
a la clase de matematicas, es mas fuerte y persistente cuando se trata de nociones
paramatematicas. Sabemos bien que esta situacion no se hubiera producido si la
discusion hubiera fincado sus bases sobre un concepto con definicion explicita,
como la integral, el limite o la derivada. De ahi la relevancia del analisis que ahora
llevamos a cabo.

- Linea de referencia: la asintota

En el siguiente fragmento veremos una explicacion muy interesante del profesor,
quien les explica a sus alumnos que, para distinguir el movimiento (refiriéndose a las
graficas), deben tener un punto de referencia, y propone como ejercicio la funcion:

A e

Extracto 5.18
P: Para que usted distinga el movimiento debe tener puntos de referencia. Ahora

! -2,y la basica es: f{x) = % -2. (Hacia donde

esta la funcién, flx) = %3
X

lo mueve el 3?

As: jAla 1izquierdal!

P: O sea, esta linea se mueve 3 unidades hacia la izquierda y resulta claro que esa
es la referencia; ya nada mas realizo la curva. Ahora, ¢hacia donde la mueve el -2?
As: jHacia abajo!

P: Enton ces este punto es de referencia. Ponlo hacia abajo una o dos unidades
y, para que se marque bien, traza la linea y anota -2. La curva debe ser esta, y
aqui debes de hacer esto, ¢verdad?, pero tienes bien marcada la linea. ¢Algin
comentario?

C (Gpo-I), p. 27.
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Inicia su explicacion con la funcién basica de la hipérbola ( f{x) = % ) y continda
operandola al considerar dos asintotas. Hay dos asintotas y en el primer movimiento
una se mueve a la izquierda en 3 unidades, y en el segundo hacia abajo en 2
unidades. Aclara el profesor que hay que marcar bien las lineas.

El docente utiliza la opinién de la mayoria para legitimar su version, (‘G4
la 1zquierda!”, “tHacia abajo!”) y son notorias las relaciones que se generan en el salon
de clase entre el profesor, los alumnos y el conocimiento. La explicacion del profesor
que involucra la nocién de variaciéon se da por medio de dos lineas de referencia:
las asintotas. El modelo de representacion es geométrico ya que, con la ayuda de la

grafica, se visualiza su comportamiento.

- Funciones trigonométricas

En esta situacion, la intervencion del docente parte de la pregunta “cdmo serd la
grdfica de f(x)=csc x?” 'y propicia la interaccion discursiva con los alumnos, quienes
aportan valores. Un alumno dice que es muy parecida a la funcién que habian visto
anteriormente f{x)= sec x.

Extracto 5.19
P: :Coémo serd esa grafica de la funcion f{x)=csc x?
Am: En 90 va seguido, en 0 vale © en 7t (...)
P: En 0 ;cuanto dicen que es?
As:
P:Dao,en0es®, en 90 es 1
Am: Es algo parecida a la anterior; nada mas que no toca la (...)
P: 3n/2, 2n. Es muy parecida, nada mas que, que hay un desfasamiento, un
corrimiento. Esta es la funcion cosecante. Yo creo que no se les va a olvidar. Aqui
seria para 1,-1, cuando es 90° (...), nada mas que tiene un desplazamiento de 90°.
Esa repito es la funcién cosecante.

A (Gpo-I), p. 60.

El profesor explica que la funcién f{x)= csc x sufre un “desfasamiento” o un
“corrimiento”, ya que la compara con f{x)= sec x. Este caso no es s6lo mover el
vértice, ya que hay asintotas, sino mover los puntos de referencia, las asintotas en
este caso habra que hacerlo en /2. La explicacion el profesor recurre al modelo de
la representaciéon geométrica, mientras que su nocién de variacion es la de un punto
de referencia. Para ambas se auxilia de la grafica.

En el siguiente fragmento, el docente compara las funciones f{x)=sen x y
J{x)=cos x. Como la intencién es que coincidan las graficas, la estrategia radica en



jalar la onda, una hacia delante o bien jalar la otra hacia atras. Esto es, correr las
graficas de f{x)=sen x y _f(x)=cos x.

Extracto 5.20

P: ;Como podemos jalar a una hacia delante o echar una hacia atras para que
coincidieran? ;Coémo podria trazar el coseno hacia delante? si yo dibujara el
coseno hacia aca, aqui va a ser donde lo doble para que la curva coincidiese. Asi,
yo lo corto aqui y este pedacito que se le fragmenta...
As: (..)
P: A ver, ;como lo puedo jalar?, ;cual seria la funcién para que yo agarre la curva?
¢Qué tendria que hacer? Si quiero correr la funcion coseno, seria y=Cos x-p/2; si
yo sustituyo X por x+, donde el seno sea menor que 0; st sustituimos a la X por x+¢
entonces hay un movimiento ¢chacia dénde? Hacia la izquierda.
Af: Izquierda
P: Si yo sustituyo al X en la funciéon por x-¢ hay [un movimiento] de esta unidad
estd hacia la...
Af: Derecha
P: La derecha ¢verdad? en el caso de la funcién seno y coseno se dicen que las
graficas estan corridas. (Cuanto estan corridas?
As: /2

B (Gpo-1), p. 131.

El profesor generaliza y concluye la explicacion al decir que si se sustituye, en ambas
funciones, x por x+¢, hay un movimiento hacia la izquierda, y si cambia x por x-¢,
hay un desplazamiento hacia la derecha. La nocién de variaciéon del docente es la de
variacion de un punto de referencia y para su exposicion necesita la representacion
grafica.

Resumiendo
En estas intervenciones de los profesores se identifican las explicaciones donde, de al-
guna manera, se aprecian sus diferentes interpretaciones sobre la nocion de variacion.
La idea de tomar un punto de referencia especifico, como el vértice,
la asintota o la forma periddica, resulto de gran importancia para construir las
intervenciones basadas en entorno al movimiento, des desplaza un objeto, una
grafica. De ahi que el cambio en la explicacion pasara del concepto matematico
al objeto matematico. Se le atribuyeron nociones de movimiento a las graficas y a
puntos de referencia principales, como vértice, como se desplaza, si sube o baja, si
se recorre, sl se mueve, si se da un corrimiento, etc.
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Las explicaciones donde aparece la nociéon de variaciéon se sustentaron
principalmente en el modelo de representacién geométrica (argumentos sobre la
grafica), quiza por la posibilidad de sintetizar informaciones en un solo dibujo.

1.1.3. En sus expresiones verbales con referencia a situaciones cotidianas

- Razones de cambio-variacién de cociente

Durante la sesion de funciones trigonométricas, el profesor aborda las relaciones
trigonométricas y pregunta que significan esas relaciones o nimero (cateto opuesto
dividido por la hipotenusa, por ejemplo).

El alumno responde que “Son como razones de cambio™y el docente la retoma
debido a que no le convencid; argumenta que, cuando se habla de cambio, se alude
a una variacion de cociente y también se le llama razén, pero no se gana nada,
solo cambia el nombre. La razoén entre cateto opuesto y la hipotenusa es la relacion
trigonométrica seno.

Extracto 5.21
P: 0.5, seno de 60°, cateto opuesto dividido por la hipotenusa y esto nos da 0.8660,
pero tenemos la misma pregunta ¢qué significa? yo sé calcular esto y si no lo sé,
la calculadora lo hace; nada mas se le aprietan algunas teclas. Sin embargo, me
interesaria contestar esa pregunta ;qué significan esos niameros?
Am: Son como razones de cambio
P: Si, cuando uno habla de cambio, habla de variacién de cociente, o sea, es
una razon, pero no ganamos nada porque entendemos que es un coclente, al que
también se le llama razon. Unicamente le estamos cambiando nombre ¢verdad? Lo
que dice su compafiero no lo podemos negar. Si es cierto que ésta es una relacion
a través de la razon, como una division, ¢estan de acuerdo?, es la razon entre estos
lados, entre los catetos, perdon, la razon entre el cateto opuesto y la hipotenusa, y
el cateto opuesto y la hipotenusa es la relacion trigonométrica seno. El seno es la
relaciéon que guarda el cateto opuesto con la hipotenusa; la razén que guarda, es
como agarrar una naranja y decir “la voy a dividir entre dos personas”. ;Cual es
la razén de una naranja con relaciéon a estas dos personas? seria tomar la naranja
y dividirla entre dos: la razén seria media naranja...

C (Gpo-1), p. 53.

Para convencer a los alumnos de la razéon que guarda el cateto opuesto y la
hipotenusa el docente formula una analogia: “es como agarrar una naramja y decir lo voy
a diidir entre dos personas. ;Cudl es la razon de una naranja con relacion a estas dos personas?

seria tomar la naranja y dividirla entre dos: la razén serta media naranja™. Intenta explicar una



situacion poco familiar comparandola con otra similar, pero poco conocida por los
alumnos, para que puedan comprender y compartir la explicacion.

La explicacion del docente se basa en una supuesta variacion del cociente y la
ejemplifica o relaciona con otra idea con la que recurre un poco forzado, al empleo
de expresiones que considera seran familiares para el alumno. En esta relacion
didactica tipica del aula que hemos estudiado, el profesor buscando “disminuir” o
“invalidad” de alguna manera la intervencion del alumno y conservar su caracter
de guia en el debate, emplea ese argumento inconsciente con el problema pues se
trata de un cociente cualquiera, sino de un cociente de incrementos, es decir, la
razo6n de los cambios. Digamos que explica sin explicar la participacion del alumno
en este sentido, logré la emergencia de una tal metafora, eso nos lleva a que son
las interacciones entre alumno y maestro quienes regulan el envejecimiento de las
situaciones de ensefianza. Sin dicha intervencion, el profesor simplemente habria
definido el concepto.

1.1.4. Mediante el empleo de parametros como variables principales
En las explicaciones de los profesores, la manipulacion de parametros les permite
que se visualicen los cambios que sufre la grafica.

- Variacién de parametros
El profesor compara las graficas de la funciéon bésica f{x)=x, y esta misma, pero le
suma 2 unidades, quedando f{x)=x+2.

Extracto 5.24
P: Esta una funciéon basica, f{x)=x, o sea la basica de f{x)=x+2; Este 2 la esta
rotando. Para que se entienda lo que yo quiero decir con basica, aqui la basica
de f{x)=x mas o menos seria por aqui... miren como la rotd, ;cuanto la rot6? ahi
no fue tan sencillo. Ahora, ;qué inclinacién tiene? bueno de eso vamos a hablar.
Ahora si yo creo que con esto podemos ir a una traslacion, vamos a ponerle asi
y vamos a sumarle... jqué le hace la suma a la traslacion? eso es lo que vamos a
averiguar. Para observar esto, otra vez, tengo la representacion; si lo evaluamos en
-3 seria -3+2; si lo evaluamos en 3 daria 3+2, ;cuanto?
As: 5
Am: Es +5 ¢verdad?
P: Es +5. Ahora si brevemente dibujo la basica que es y=x. ;Qué le hizo?
As: jLa sube!
P: La subid, o sea la trasladé ¢cuantas unidades?

As: 2
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P: 2, o0 sea que este numero lo que hace es trasladarla en el ¢je de las Y. Podemos
verlo asi, subirla 2 unidades. ;Para qué sirve esto? para hacer un poquito mas
rapidas las graficas, y que en un momento es nos puedan ayudar. Por ejemplo para
graficar f{x)=x-3...
As: La bajal
P: ;Cuantas unidades?
As: 3

C (Gpo-1), p. 5.

El primer comentario del docente, sobre la variacion o cambio de parametro es
que el 2 rota la grafica de la funcién en cuanto al origen. Tal idea no es correcta,
ya que la grafica se traslada o sube. Luego maneja la idea de #raslacion en ese mismo
ejercicio, al sumarle 2 unidades a la funcién. Cuando la recta sale del origen hay una
traslacion y para constatar el movimiento de la recta se lleva a cabo una tabulacién.
Al evaluar la funcion, el profesor pregunta: “squé le hizo?” los alumnos responden
“la sube!”. No usaron la explicacion del profesor, esto es, la idea de translacion; Sin
embargo, el docente mezcla las dos: “subid”y “traslads™.

Los parametros funcionan como un todo; el signo del parametro determina
el comportamiento de la funcién, su traslacion (sube o baja).

Aqui la explicacion del profesor sobre la nocién de variaciéon se basé en un
modelo de representacion geométrica, que ilustra el comportamiento de la funciéon. A
continuacion, se muestra una explicacion del docente donde varia los parametros que
multiplican a la funcién f{x)=sen x, para que se perciban las modificaciones de la grafica.

Extracto 5.22
P: Cuando le pone un valor ahi, cuando tenga la variable ahi va a incidir en el
dominio. Lo que vamos a varias; dependiendo de qué cambuos le haga, es _Senx y; cuando
incide sobre el dominio, la imagen también va a cambiar. Esto indica que su grafica

no va a ser la funcién coseno, sino Senx...

C (Gpo-1), p. 38.

El valor al que se multiplique la funcion modificara su dominio y rango

El profesor Carlos generaliza lo que hizo en la secuencia del extracto 5.22 y lo
lleva hacia la funcién cuadratica. f{x)=x* que le llama basica. Su explicacion la
realiza por medio de la tabulacién con la intencién de que se vaya reconociendo
qué efectos acarrea el 2 cuando se le suma a la funcion. A diferencia del extracto
anterior, donde el profesor se rehusaba a considerar la opinion de la mayoria (“jla
subid!”), aqui ya no se usa el termino traslacién, sino el de “la sube!”.



Extracto 5.25
P: La expresion basica que vamos a considerar es la siguiente f{x)=x* y la vamos
a considerar como basica de las funciones cuadraticas. Para conocerla vamos a
tabularla y de ahi partimos para hacer su grafica. Vamos a darle algunos y asi
localizaremos los puntos. Bueno, ya tenemos su grafica: lo que observamos es que
la podemos evaluar en cualquier nimero, un racional, un entero, un irracional,
sverdad? podemos empezar a aplicar las propiedades que ya hemos visto ¢cudles?
Las del manejo de graficas. Por ejemplo, vamos a realizar la gréafica f{x)=x’+2...
¢qué le hace el 2?
As: jLa sube!
P: ;cuanto la vamos a subir?
As: 2!
P: Muy bien dos unidades. Trato de hacer la forma que tiene; que no sea la misma
no nos importa, lo que estamos entendiendo es lo que ese 2 hace es subir dos

unidades a la grafica

C (Gpo-1), p. 8.

Primero se tabula la funciéon y una vez que la reconocen los alumnos, el profesor los
lleva a que utilicen lo que ¢l denomina tenica de graficacion. Como se puede observar,
el vértice es un punto de referencia que varia cuando se le suma una cantidad, un
parametro.

En el siguiente fragmento veremos la explicacién del docente cuando
resuelve un ejercicio que dejo como tarea. Consiste en graficar las funciones cuando
varian los parametros f{x)= sen x, f(x)= senZx, f(x)= 2sen x, y hallar algunas diferencias
y similitudes entre ellas.

Extracto 5.26

P: :Como quedaria la funcion? A ver, la primera funcion es f{x)= Zsen x, ¢;verdad?
Bueno, aqui dice que el doble del seno es 0 es 0; el doble de /2 es 2 y el doble del
seno es 1 es 0. Si ustedes se acuerdan de la funcién que trazamos al principio, la
funcién senoidal, encontramos que la primera era de este estilo, ¢verdad?, donde
solamente andaban entre 1 y -1. Si ustedes observan era de -1 y 1; esa era la
oscilacién que tomaban los valores del rango. Van a ver ustedes que le pasa al
doble: aument6 al doble. Es decir, la funcion duplico; si fuera triple, entonces la
funcién seria tres veces mas; si fuera 4 o 5 veces va aumentando su amplitud.
Am: ;es una onda, maestro?

P: es una onda central.
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Am: Maestro.
P: Bueno, nada mas que va aumentando la amplitud lo que sale aqui es mas,
¢no? Seria esto, perdon, es asi entonces, ¢verdad? Porque t/2 es 1, entonces es 1:
aumenta el doble. Esto es lo que queria que observaran. La otra es la funcion seno
doble, que dice: seno del angulo doble, es decir, dos veces el seno de 90, dos veces
el seno de 0, dos veces el seno de 180, dos veces el seno de 270 o dos veces el seno
de 360, ;Qué pasa ahora con la funcién? ;Qué pasa con la funcion f{x)= sen 2x?
Am: Donde era una frecuencia ahora son dos frecuencias.

A (Gpo-1), pp. 60-61

Su posicién inicia con la funcién basica f{x) = sen x, que oscila entre .1 y 1, y la
toma como referencia. Posteriormente atiende al cambio que sufre cuando es
multiplicada por 2: aumenta el doble, se duplica. Un alumno, al ver la forma de
la grafica, pregunta “;Es una onda, maestro?” para conocer si se sigue observando la
onda. El docente responde que es una onda central.

La tltima version es f{x)= sen 2x, seno del angulo doble, apunta el docente,
y formula la siguiente pregunta: “;Qué pasa con la_funcion f(x) = sen 2x?”. Un alumno
responde: “Donde era una frecuencia ahora son dos frecuencias”. Aunque el
docente sabe que tal respuesta es correcta, no la valida inmediatamente y prosigue
a dar algunos valores de angulos para evaluar la funcién y llegar a la respuesta
deseada.

El profesor intenta generalizar su explicacion, al decir que la grafica
tendra cierto comportamiento de acuerdo con los parametros. Si la funcién la
multiplica un 2, se duplica, y si la multiplica un 3, la funcién aumentaria 3 veces
mas, y asi sucesivamente, ya que el valor al que se multiplique la funcién modificara
su dominio y rango: los parametros funcionan como un todo. La funciéon basica
J{x)=sen x juega un papel importante para la graficacion de las funciones propuestas.
La explicaciéon del profesor sobre la nociéon de variacion fue construida bajo el
modelo de representaciéon grafica y, con la manipulaciéon de los parametros, hizo
visibles los cambios de la grafica.

Resumiendo

En eldiscurso delos docentes se pudoidentificar explicaciones que, de alguna manera,
muestran sus nociones sobre la nocién de variacién en cuanto a parametros (rota,
traslada, sube). Se asigné un significado geométrico (o atribuciones geométricas) a
las graficas de las funciones como traslacion, inclinacion, rotacion, desfasamiento,
sube o baja, crece o decrece. Hubo dos tipos de explicacion, considerando la nocion
de variaciéon: los modelos de representacion algebraica (parametros) y geométrica.



Estos episodios muestran como la explicaciéon del profesor se mantiene
en los margenes del contrato pedagogico, en el sentido de D’Amore (1999), su
discurso tiene un patrén regular: “Explico sobre graficas y valido sobre tablas”. Este
mensaje del profesor mediante sus acciones es captado por el alumno a través de la
regularidad didactica de su apariciéon y el alumno lo apropiara como una estrategia
de respuesta. Es asi como el fendmeno de envejecimiento toma en cuenta también
al “habito del aula” y no solo a la transposicion pura del saber.

1.1.5. En los casos en que las derivadas son vistas como co-variacion o com-
paracion a/b
En el ambito escolar, la derivada muchas veces es considerada como un algoritmo
(regla de los cuatro pasos), una formula o algo relacionado con la pendiente de
tangentes a curvas. Gomo nuestra investigacion se centra en las explicaciones de los
profesores y la variacién, a continuaciéon veremos la estrategia de la comparacion
por cociente de dos cantidades.

- Go-variaciéon o comparacion a/b

- Comparacién y resta

-Co-variaciéon o comparacion a/b

En este fragmento se observa como el profesor usa la formula de la pendiente
TN,
con el angulo de inclinacion.

m y luego define la derivada. Afirma que la pendiente tiene una relacién

Extracto 5.27
P: Entonces, hemos visto que la pendiente se puede determinar como la diferencia
de las Y entre de diferencia de las X. También vimos que la pendiente tiene una
relacion con el angulo de inclinacién a través de una pendiente, es la tangente de
q (...) o sea, la tangente de q es cateto opuesto al de las Y sobre cateto adyacente,

que son las X.
C (Gpo-1), p. 73.

Esta es una comparacion por cociente de dos cantidades: el de la pendiente y el del
angulo de inclinacion (tangente de o). Gabe aclarar que los tres profesores dan esta
explicacién de las pendientes antes de definir la derivada.

Aligual que en el fragmento anterior, el profesor Bruno explica la pendiente
y posteriormente define la derivada.

81



82

Extracto 5.28
P: En este triangulo rectangulo jcuanto miden sus catetos?
As: x,x,
P: x,-x,, y (cuanto mide el cateto que esta abajo?
As: ),
P: y,-», de donde me resultaria que la pendiente de esta recta va a ser igual a la

tangente trigonométrica del angulo de inclinacién y yo tengo ahi que la pendiente

es jqué?

As: (..)

P: y,»,, Siles digo la situacion que me motiva a eso, m = %, jesta bien? ¢Por
qué? 2

Am: (..)

P: Porque si invertimos tanto el numerador como el denominador, dice su
compaiero, van a cambiar de signo y el resultado del cociente va a ser negativo. Si
aqui la diferencia apunta que ambas son positivas, el cociente va ser positivo vy, al
invertirlo, si me salieron alla dos positivos, va a ser negativo. Ambos cocientes van
ser positivos ¢estamos de acuerdo?

B (Gpo-1), p. 150.

El docente basa su explicacion en un tridngulo rectangulo y hace la pregunta “;cudnto
miden los catetos?”, para generar la interacciéon con los alumnos. A continuacion,
escribe la formula de la pendiente y pregunta si el orden de las variables es correcto;
un alumno respondid, aunque no se escuchod su intervenciéon en el audio. Por el
comentario del profesor, “si invertimos tanto el numerador como el denominador, dice su
compariero, van a cambiar de signo”, alude al cambio en el orden de la formula.

Dicha explicaciéon es una clara comparacion de los valores del cociente; si
cambia el numerador como lo hace el denominador. Aunque su discurso estd un
poco confuso, llega a decir que los dos cocientes serian positivos, ya que negativo
entre negativo da positivo.

La explicacion del profesor se apoya en el triangulo rectangulo y establece
una comparaciéon a/b, donde le da significado al cociente de variacion.

Posteriormente, los tres profesores usaron esta explicaciéon del cambio de la
recta secante a la curva.



Extracto 5.29

P: En esta curva los puntos Py O, dijimos que esa recta es una secante a la curva.
Si nosotros hacemos que Q se desplace sobre la curva hacia P, cuando Py Q
coincidan, ;qué va a suceder con la recta? Va a dejar de ser una recta secante para
transformarse en...Es decir, si clavaramos la primera (...) y hacemos que O se vaya
desplazando hacia P sobre la curva cuando Py Q coincidan, la recta va a dejar de
cortar a la curva en dos puntos; ya no es una secante, sino se transforma en una
tangente. Cuando Py Q coincidan la recta va a dejar de tocar a la curva en dos
puntos para hacerlo en uno solo, ¢verdad? Y en ese momento vamos a decir que la
recta va a dejar de ser una secante para transformarse en una...

Am: Tangente
B (Gpo-1), p. 153.

Conforme Q se aproxima a P a lo largo de la grafica, las rectas secantes correspon-
dientes giran en torno a Py se acercan a la recta tangente (7).

Después de hacer referencia a las pendientes, los profesores expresan tal
proceso en términos formales, como m =ige = SEAA) S Fea explicacion la dan
los tres, aunque en este fragmento se pone como ejerflplo al maestro Alberto.

Extracto 5.30
P: La tangente, y eso que acabamos de decir, eso que el punto @ se acerca hacia £
se escribe como el limite. Entonces cuando Zl = (g0 = lim w

Ax =0 X

X
dice 4x=>0. Indica que el punto Q se acerca a la P. En ese momento lo que esta

, el limite

sucediendo es que... como no vamos a decir que el punto P o el punto Q es el que
se acerca o mueve solo en la curva sobre la curva (...), entonces 4x tiende a ¢qué? A
la derivada (...) y ¢qué cosa es realmente esa derivada? Bueno si ustedes se fijan, la
derivada no es mas que la tangente. .. ésta es la tangente: la derivada de y no es mas
que la pendiente de la recta tangente, es decir, que la derivada de y con respecto a

¥ no es mas que la tangente.

A (Gpo-1), p. 71.

Cuando Q se acerca a P a lo largo de la curva (C), hace que x+4x tienda a x. Si la

pendiente de m,,, tiende a un nimero (m), entonces se define la tangente (7) con la

Q .

recta que pasa por P con pendiente m.
Los profesores trabajan implicitamente la nocién de variacibn como
un incremento infinitesimal o como la razén de dos infinitésimos (cociente de

variaciones) y sus explicaciones son algebraicas.
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En el siguiente fragmento, se muestra la explicacion del profesor a
través de la notaciéon W Si se varia la x, se pregunta cémo cambia la funcién o,
. . x . ’ . 7
equivalentemente, si cambia la x, como se modifica la funcion.

Extracto 5.31

P: Este simbolo " dice mucho sobre lo voy a leer: Si variamos la x, ;como cambia
la funcién? Es lo gue dice aqui la grafica, no sé si estén de acuerdo. Silaxes 1y
la variable ahora se llama 2, ;como varia la funciéon? la funcién se llama ahora F
de 2, asi se puede leer esto. Si ta varias la x ¢como se transforma la funcién? O
también puedes leerlo asi: si cambias la x, ;como va a cambiar la funcion? Para mi
ésta seria una forma mas correcta de hablar sobre derivadas; o sea, aunque cueste
mas trabajo seria mas correcto hablar asi que decir simplemente: ‘la derivada de F
con respecto de X” Se pierde mucha informacion. En cambio, si digo: Si yo vario la
<, ¢Gomo cambia la funcion? Siyo vario la R, ;Coémo lo hace la S?

C (Gpo-1), p. 77.

El profesor afirma que ésa es la forma correcta para hablar sobre derivadas,
aunque cuesta mas trabajo, y no decir simplemente /”(x). Asi, en su opinion, se debe
expresar la variacion de los valores del cociente. De igual manera le da significado a
la expresion, df/dx donde las derivadas son vistas como co-variacién o comparacion
a/b.

- Comparacién y resta
Aqui el profesor ofrece una breve introducciéon a la diferencial, dice (toma un
cuaderno de apuntes y escribe la definicion en el pizarrén).

Extracto 5.32
P: Vamos a dar una breve introducciéon de lo que es la diferencial. Aqui dice:
“Supongamos que la funcién “f’ se define por y = f{x), o sea, ésta. Entonces
cuando 77(x) existe, es decir, la derivada. Cuando existe la derivada de esta funcién
L) = llzzz %; donde 4y= f{x+4x)-f{x), dice el limite 4y cuando 4x—>0; es decir,
cuando 4Ax—0, el cociente debe ser 4y/4x Cuando esto se hace cada vez mas
pequetio (qué va sucediendo con el punto Q?
As: (..)
Am: Se va acercando a P
P: Se va acercando al punto Py en el limite, entonces, la pendiente de la secante

que era Ay Ax ahora serd P. Fijense bien



Am: Ahora serd la derivada del limite
P: Ahora sera la derivada de la pendiente de la recta tangente. Entonces se supone
que si el limite existe, ¢verdad? Porque puede ser que no exista, me pueden decir,
cuando f” exista, pero no la derivada, entonces no podemos hablar de esto. Debe
de existir la derivada. Donde 4y=f{x+4x)-/(x), ya lo dijimos, si cambia al indice 4y
lo podemos escribir como f{x). Ahora ;quién es 4y? por aqui lo pueden ustedes
observar. Es exactamente esta magnitud y es la diferencia de f{x+x). Es decir, la
imagen de x+4x, es este valor menos f{x); que es la distancia entre la derivada (...) st
ustedes le restan esta cantidad a x+4x le estan restando una cantidad menor, que es
exactamente este punto, el punto Q y el punto P(...) y si quiero esas dos cantidades
debo de (...)
As: (..)

A (Gpo-1), p. 123.

En la explicacion del diferencial aparece la comparacion de cantidades, esto es,
el cociente de 4y/4x. Después de dar la definicién formal, el docente pregunta:
“qué va sucediendo con el punto Q?”, para propiciar la interacciéon. Primero se escuchan
murmullos y luego un alumno da la respuesta: “Se va acercando a P”. El docente
acepta la respuesta y la reformula, al decir: “se va acercando al punto P”, en vez de:
“se va acercando a P”. 'Y completa la explicacion: “se va acercando al punto Py en el limite,
entonces, la pendiente de la secante que era Ay/Ax, ahora serd P”.

Cobra relevancia la explicacion que proporciona el docente cuando
compara las magnitudes. Hace una diferencia de las imagenes de x+4x, que seria
J{x+4x) y la imagen de x, f{x). Dice que se resta una cantidad grande (f{x+4x) a una
pequena f{x), eso es Ay.

Luego continta con la definiciéon de lo que ahora serd la derivada de
la pendiente de la recta tangente, donde delimita el valor absoluto |4xl, que es
suficientemente pequeno, f"(x)+4x, (eso es una buena aproximacion para el valor
de 4y). Finalmente, usa el simbolo = para expresar que es aproximadamente igual
a Ay = f'(x)dx. Cabe aclarar que es el inico docente que aborda el tema de los
diferenciales.

Los profesores trabajan implicitamente con la nocién de variacion,
aunque de manera algoritmica. En sus explicaciones aparece la variaciéon como un
incremento infinitesimal y como una variacion funcional a manera de una resta.

En la siguiente explicacion de la segunda derivada, el profesor pregunta que,
si se hace un cambio en las X, como varfan las pendientes de la funciéon &/, que es

de segundo orden. dx
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Extracto 5.33
P: Voy hacer un cambio sobre las X ;Como c%mbian las pendientes, si antes era
la funcion d%lc %) y ahora son las pendientes %? Hago un cambio sobre las X'y
pregunto, ;como cambian las pendientes? El matematico, en vez de escribir todo
esto, dice: pues eso lo que significa es derivar dos veces, porque aqui derivaste y
aqui te esta diciendo que derives otra vez.

C (Gpo-1), p. 96.

En su discurso el docente siempre alude al matematico, porque él es fisico; por eso
afirman que para un matematico la segunda derivada consiste en derivar dos veces.
Hace una comparaciéon de cocientes cuando plantea que, si varian las X, como
cambia la funcion “f”.

La representacion o modelo que utiliza el profesor para explicar la derivada
es por medio de la comparacion de a/b (significado del cociente de variacion).

Resumiendo

Los profesores trabajan explicita o implicitamente la nocién de variacién, aunque
sea de forma algoritmica. Le dan significado al cociente de cambio; y expresa en
féormulas, la variacién como un incremento y la variacion funcional como una resta
o como un incremento infinitesimal. El profesor Carlos es el tnico que explica y le
da significado a la segunda derivada, mientras que los profesores Bruno y Alberto,
la abordan como una derivacién de segundo orden por medio de ejemplos en
forma algoritmica. Ninguno explica ni ejemplifica las derivadas de tercer orden. En
general, los ejercicios que plantean se resuelven de forma algoritmica, aplicando las
reglas de derivacion.

Conclusiones de capitulo

Se logr6 identificar una diversidad de perspectivas en las explicaciones de los
profesores sobre la nociéon de funcién, asi como sus ideas acerca de la variacion,
como la de parametros -rota, traslada, la sube- o la asignaciéon de un significado
geométrico a las funciones (traslacion, inclinacion, rotacion, desfasamiento, sube o
baja, crece o decrece).

Ademas, los docentes le atribuyeron nociones de movimiento a las
graficas y a puntos de referencia como el vértice, el origen o la asintota (dieron las
expresiones se desplaza, sube o baja, se recorre, se muere o corrimiento). También
aproximaron valores a un numero, df/dx a través de los valores del cociente o de
un punto de referencia, asi como la sucesiéon de puntos intermedios. Se considera
que la estrategia de mover un punto de referencia (el vértice, el origen o la asintota)



fue de gran importancia para que los profesores construyeran sus explicaciones en
torno al movimiento de la grafica y, de ahi, enfatizaran el papel de la nocién de
variacion.
Para elaborar sus explicaciones, se auxiliaron de una funcién basica, como
Jx)=x, f(x)=x% f{x)=x’y f{x)= sen x, entre otras.
Durante las clases surgieron cinco tipos de explicacion en las que pudo
apreciarse la nocion de variacion:
-El modelo numérico
-El modelo de la representaciéon geométrica
-El modelo algebraico
-El modelo de la comparacion a/b
-El modelo del lenguaje natural

Estas formas de explicar la nocién de variacién en aula, se crean bajo el discurso
construido tanto por el maestro como por sus alumnos, atendiendo a la especificidad
del saber en juego. Segin se sostiene en la teoria de las situaciones didacticas,
donde se destaca el hecho de que la situacion de aprendizaje genere una serie de
interacciones que hagan funcionales la comunicacién y el intercambio de ideas.
En tal sentido, los episodios analizados en el aula estan estrechamente ligados con
la btsqueda de una explicacion satisfactoria para los actores de una interaccion
didactica.

Es notorio que en las situaciones de enseflanza analizadas se dan sobre
la base de un conjunto de relaciones entre docente, alumnos y conocimiento, lo
que es un supuesto basico de la teoria. Estas relaciones interesan al estudio, pues
son la base de las explicaciones portadoras de conocimiento, el profesor explica al
alumno con base en el mullien, al hacer uso de cada uno de los elementos a su alcance
en el momento dado, como fue el caso de una “media naranja”, “jalar la onda”,
“subir el vértice”, etc. Este hecho, es una caracteristica notable en el fenémeno
de envejecimiento, pues se acude a los recursos disponibles del maestro y de los
alumnos al cambiar la explicacion, ésta inevitablemente envejece en la medida en
que se usa.

Se producen modificaciones de las explicaciones con base en la interaccion,
la cual es propiciada por una busqueda de complementariedad entre las versiones
de los alumnos y la del maestro. Las intervenciones del profesor con la doble funcion
de solicitar explicaciones y tratar de orientarlas regulan el curso de la clase. La
situacion de ensenanza se modifica a través del empleo de explicaciones situadas.

La nocién de variacion, que es el centro de estudio de este libro, se apoya
fuertemente en la de variacion numérica y el modelo mas socorrido fue el de la tabla

87



88

de valores. Insistimos en que estos recursos no forman parte de lo que tipicamente
se considera el contenido matematico de una clase, sino son los recursos con los que
se amalgama la explicaciéon en aula. La funcién no es la tabla, ni la formula, ni la
grafica, sino una relacion de correspondencia especifica. Su representacion no es el
concepto, pero es a través de éstas que el profesor lo hace aparecer en clase.

Respecto del fenémeno didactico de envejecimiento de las situaciones de
ensenanza los profesores interactian constantemente con los alumnos mediante el
uso del saber, explicado, o bien de la explicacion didactica en el sentido de Sierpinska.
Esto ocurre con mayor intensidad cuando se trata de la nocién de variacion. Esta
no es objeto explicito de la ensehanza, en la medida en que no es introducida al
aula mediante una definicion, ni es tratada en los libros de manera explicita ya que
no se trata de una caracterizacion categorial. Su apariciéon es junto con el lenguaje
de uso, lo cotidiano que brinda el contexto, varian cosas relativas a la fisica, la
ingenieria, etc. y ello es trasladado al juego de discursos formales y no formales.
Este hecho hace que el envejecimiento sea mas rapido, pues la cantidad de inciertos
o eventualidades es mayor que cuando se introducen conceptos categoriales.

Son la generalizacion, o sobre generalizacion, la analogia, la repeticion
sistematica, la reformulacion y el cruce de lenguajes los factores que consideramos
que mas contribuyen al fenémeno de envejecimiento basado en las explicaciones.
Cuando por ejemplo el profesor, como vimos en uno de los episodios, intenta
generalizar al decir que, “dependiendo del grado del polinomio, [se sabra cuantas]
son las veces que cruzara el eje X”, esta haciendo una generalizacién incorrecta
que ocasionara problemas al estudiante si las toma al pie de la letra, pues pronto
encontrara contraejemplos; ello exige cambios en las explicaciones del profesor.

El estudio sobre el papel de la explicacion en la clase de matematicas, intenta
localizar, analizar y explicar como se desarrolla el fenémeno de envejecimiento de
las situaciones de ensenanza. Estos pasajes, descritos anteriormente, muestran que el
origen del cambio en la explicacion del docente puede ser multiple y muy complejo.
Por ejemplo, el empleo de una generalizaciéon no valida, la repeticion exhaustiva
de un argumento o la combinacién de leguajes inducen factores de cambio en el
discurso del profesor y muy particularmente en sus explicaciones. Al nivel teorico,
ahi se encuentran las raices del envejecimiento.

Cuando el profesor demanda que los alumnos expongan su opinién, a
través de preguntas motiva intervenciones explicativas y resulta de sumo interés
para los alumnos poder “mover” o “desplazar” el vértice de su posicion inicial. El
profesor intenta generalizar que, si a la funcién basica le suman una cantidad, la
grafica se desplaza hacia arriba, y si le restan, hacia abajo.



2. La explicacion y el contexto institucional

En el salon de clases surgen diversas alternativas explicativas sobre los temas
abordados; tanto el profesor como los alumnos intentan construir versiones del
contenido escolar a partir de su propia Optica. Los participantes aportan sus
explicaciones para entender y poder orientar los acuerdos entre ellos, una situacién
que se produce frecuentemente con base en los contextos profesionales de la
especialidad de la ingenieria que se estudie, o bien con base en la especialidad
relativa a la experiencia profesional del docente fuera de aula.

Por ello, la explicacién del profesor se nutre fuertemente con expresiones
cotidianas de un campo disciplinario especifico, abandonando en cierta medida el
discurso tradicional de una clase de matematicas. Este tipo de recursos fue empleado
de manera consistente en los episodios que analizamos.

Un aspecto importante en la formulacién de explicaciones por parte de
los docentes ha sido la necesidad de situarse en contextos donde puedan hacer
aplicaciones que atafien a la carrera de sus alumnos, como se mencioné en el capitulo
anterior. La cultura matematica escolar no se refiere exclusivamente a los acuerdos
sociales alcanzados ni a los consensos construidos por una cierta comunidad
didactica, ya que precisan de niveles de institucionalizaciéon que vinculan el saber
escolar con su correspondiente saber erudito.

Lo cultural, en el caso que nos ocupa, implica que aquello que se aprende
esté cerca de lo que da significados. Entonces, lo significativo del conocimiento
estara asociado tanto con el contexto donde se presenten las explicaciones como
a la estructura matematica de los conceptos. A continuacion se presentan algunas
secuencias ilustrativas al respecto.

En el siguiente fragmento, el profesor explica un ejemplo que abordo
en otro grupo de primer semestre de ingenieria en electrénica, donde la funciéon
representa una sefal eléctrica o electromagnética, magnética o acustica, a la cual le
llama onda, mientras que el movimiento de un punto (desfasamiento) es la variacion
de un punto de referencia (vértice).

Extracto 5.34
P: Hace en momento estaba trabajando con los muchachos que quieren estudiar
ingenieria en electronica y nosotros a esto le llamamos desfasamiento (/{x)=(x+1)?).
Para nosotros, esta funcién representaria una sefal eléctrica, electromagnética,
magnética o acustica, e indistintamente la llamamos onda. Algunos estamos
familiarizados con las ondas eléctricas y ésta es una onda. Entonces, yo pongo
un ejemplo y digo: ‘esta expresion matematica representa una onda’. Ahora, la

pregunta es: chacia donde se mueve la onda?
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As: jHacia la izquierda!

P: Hacia la izquierda. Entonces, el ingeniero ya sabe hacia donde se mueve la
onda viendo una ecuacién matematica, fijense. El ya sabe lo que ocurre en la
naturaleza con el uso de una simple ecuacion matematica.

C (Gpo-1), pp. 12-13.

El docente pregunta sobre la direcciéon del movimiento de la onda y la mayoria de
los alumnos responde: “Hacia la izquierda!” Para el profesor resulta evidente que
el ingeniero ya sabe hacia la direccién de la onda con la observaciéon y analisis de
una ecuacién matematica; ya conoce el papel de una ecuacién matematica como
modelo de la naturaleza. Con este comentario, da por hecho que los ingenieros
reconocen inmediatamente esa particular interpretacion de las funciones.

Aqui se presentan dos tipos de explicacion en las que aparece la nociéon de
variacion: la de la representacion grafica y la del lenguaje natural del desfasamiento.
En el extracto siguiente, el profesor se sitGa en el contexto (comienza a decir como
utiliza el fisico esto, ya que ¢l tiene esa formacion) y les pregunta a los alumnos
“qué van a ser”, refiriéndose a la carrera que cursan. Ellos responden que seran
bioquimicos. Ante esta respuesta, el maestro les da el siguiente ejemplo:

Extracto 5.35

P: Ahora fijense como utiliza el fisico esto. ;Ustedes van a hacer qué?
As: jBioquimicos!
P: Ustedes agarran este liquido... ;Cémo le llaman?
As: (Risas)
P: Agarran un microbio y, por ejemplo, quieren saber como actia y se reproduce
a través de una sustancia acida. Entonces, hacen el experimento y van cambiando
tanto la sustancia como el color de ese microbio, observan como se reproduce,
después lo tabulan y la grafica resulta ser ésta. Pero el que te dejé esta tarea o
trabajo te dice: ‘yo no quiero solamente la grafica; quiero que td me digas cual
es la funcion’, porque st yo trabajo con la funcién la derivo, integro, maximizo o
minimizo, le indico el punto de inflexion, su energia tabulaciones. Entonces, yo
quiero que le des la ecuacion de la grafica en pocas palabras; ti quieres saber es
a qué funcién se parece. Esa es tu tarea: ¢a qué funcién se parece? Entonces le
aplicas una, dos, tres, cuatro, cinco, iqué vas a pensar? ;Qué polinomio puede ser?
As: Cinco.

C (Gpo-1), pp. 25-26.



Este ejemplo consiste en “agarrar” un microbio y ver como “actta” a través de
una sustancia acida, hacer el experimento y observar cémo van cambiando la
sustancia y el color de dicho microbio, al igual que la manera en que reproduce.
Dicho fenémeno se puede constatar con una tabla de variacién, ya que muestra
la relacion entre las dos cantidades. Se construye también la grafica que relaciona
las variables, aunque el docente indica lo que se quiere saber; en este caso, a qué
funcién conocida se parece la grafica obtenida y cual es el grado del polinomio.

El discurso surge cuando el profesor explica la relaciéon que guarda el ntmero de
veces que una grafica cruza al eje de las X con relaciéon al grado de la funcion
polinomial respectiva. Intenta situarse en el contexto de los bioquimicos al poner
como ejemplo al microbio.

A continuacion, el profesor propone un ¢jercicio donde a menudo se utilizan
funciones trigonométricas de la forma y =a + b sen (¢ —t,) como modelos ecologicos
para simular fenémenos con comportamiento periddico, como la variacion de la
temperatura, la amplitud de las mareas o el horario de verano.

Extracto 5.36

P: Bueno, dice asi: a menudo se utilizan funciones trigonométricas de la forma
y=a+bSen (1), donde a, b son constantes, como modelos ecologicos para simular
fenémenos que ocurren periddicamente, como la variaciéon de la temperatura, la
amplitud de las mareas, la figuracion de los dias... Ha de ser ahora, ¢no?, el horario
de lunes a martes, el horario de verano. Hay dias en que el dia es mas largo que
la noche como éste, jno? Supéngase que entonces estd asi: 7(4)=70+10 Senp 7/12
(-9) representa temperatura.
Demuestre que 7(t+24)=1(t)
¢En qué momento 7 con intervalo va a ser =24, en el intervalo que va a ser seno
24 enI(t) = 70?
¢Cudl es la temperatura maxima? ;En qué momento, entonces estd al revés en el
intervalo de 0 a 24? :En qué momento ocurre?
¢Cual es la temperatura minima? ;En qué momento del seno, en el intervalo de 0
a 24, ocurre el minimo?
Bueno si es cierto en el inciso a, (Cual es el periodo de ¢ de la funciéon 7?

B (Gpo-1), pp. 141.

El docente plantea preguntas en torno de la funcién propuesta a fin de conocer
el comportamiento global de la grafica. Al abordar el tema de funciones
trigonomeétricas, el profesor menciona a sus alumnos que deben tener presentes estas
funciones, porque seran ingenieros electronicos. Les dice que se van a encontrar
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con una diversidad de sefiales, como la “diente de sierra”, un segmento de recta con
angulo de inclinacién de 45 grados; las parabolas del tipo “rectificador de media
onda”, las cuales son hacia abajo, y las senales cuadradas donde va apareciendo
un intervalo, que es una funcion constante f(x) = ¢ invertida dentro de un intervalo.

Extracto 5.37

P: ;Como sera la cosecante? La cosecante debe ser una funcion, fijense bien,
la cosecante debe ser a //sen x. Entonces, ¢como creen ustedes que debe ser la
funcién f{x)= esc x?
Am: Uno sobre (...)
P: Bueno, mejor no me digan. Traten de interpretar como seria la grafica de la
cosecante... ¢mas o menos sera como ¢ésa o tiene otro formato? (Qué tal si en un
examen les ponen una grafica? Ustedes qué van a contestar: ‘ésa nunca la vimos’,
¢no? [...] Les digo esto porque es muy importante. Ustedes, como ingenieros
electrénicos, se van a encontrar con una diversidad de seniales como las de este
tipo, que son rectas de 45° y se les llama un diente de sierra; hay otro tipo de
seniales, por ejemplo, 1, 90, esas son parabolas. ;Qué significaran? ;Alguno lo
conoce? Es la senial de un rectificador de media onda. Ustedes pueden observar
que esto no es mas que una parabola y va hacia abajo. Luego hay otras sefiales
en forma de x que son senales cuadradas, donde supuestamente va apareciendo
el intervalo, es una funciéon constante invertida dentro de un intervalo y no es mas
que una funcioén f{x)= ¢ de una constante, ¢verdad?
Por eso insisto tanto en la interpretaciéon de una funcién porque se van a encontrar
con una diversidad de funciones y deben preguntarse si representan una recta, una
parabola, una constante, una secante o una tangente. Bueno, entonces, ;como sera
esa grafica f{x)= csc x?

A (Gpo-1), pp. 59-60.

El profesor insiste en la interpretacion e identificacién de las funciones, ya que dice
que los alumnos se van a encontrar con una diversidad de funciones. Retoma el
tema de la clase y pregunta: “jcdmo serd la grdfica de f(x)=csc x?”

En la relacion didactica emergen diversas alternativas para explicar
los temas tratados. El profesor, por ejemplo, siente la necesidad de brindar a los
alumnos una serie de ejemplos que se relacionen con su experiencia profesional
futura, es decir, con su especialidad. Su explicaciéon se apoya fuertemente en las
expresiones cotidianas de un campo disciplinar especifico, abandonando en cierta
medida el discurso tradicional de una clase de matematicas, y privilegia tanto el
modelo geométrico como el del lenguaje natural.



- El contexto y la derivada

Cuando aborda el tema de maximos y minimos, el profesor afirma que podria surgir
una pregunta muy dificil: “Gpara qué sirven los mdximos y minimos?”. Para contestar
a tal cuestionamiento, ofrece una explicacion de una funciéon que representa los
costos de produccion y se requiere de conocer el costo maximo de produccion para
cierta cantidad de articulos. Asegura que éste seria el costo de produccion o el costo
minimo (lo explica mediante una grafica). Da otro ejemplo sobre cudles serian los
niveles de poblacion en ciertas regiones del pais (también lo ilustra con una grafica)
y dice que con este tipo de graficas se puede determinar qué regiones tienen una
maxima y una minima poblacién de una manera rapida.

Extracto 5.38

P: Podria surgir una pregunta muy dificil. (Para qué sirve esto? La respuesta podria
ser: la funcién podria representar los costos de produccion. Entonces, usted quiere
saber el costo maximo de produccién para cierta cantidad de articulos, éste seria el
costo maximo de produccion y ése el minimo de produccion, lo cual repercute en el
aspecto economico. Podria ser en niveles de poblacion, en el eje de las X regiones del
pais. Entonces, con este tipo de graficas yo podria determinar qué regiones tienen
maxima y minima poblacién de una manera rapida. Podriamos tener una reacciéon
quimica donde esto me representara la energia de la reaccion en un respectivo
tiempo; entonces, podriamos observar donde existe la maxima energia y en qué
tiempo sobre la reaccion hay un maximo de energia, ya sea disipada o consumida.
O sea, nosotros ya en ingenieria le dariamos el contexto que fuera necesario, por
eso es importante el tema de maximos y minimos y de ahi que aparezca siempre
como parte de los cursos de Matematicas I, bueno al menos de Calculo 1.

C (Gpo-1), p. 92.

En el Gltimo ejemplo, el maestro pone una reaccién quimica en que se podria
observar donde existe la maxima energia y en qué tiempo sobre la reacciéon hay
un maximo de energia disipada o consumida. Senala que en ingenieria se les da el
contexto necesario y enfatiza en la importancia del tema de maximos y minimos.

Elprofesorrecurre a ejemplos para explicar algunos contenidos matematicos
del curso; ésta es una manera de ofrecer a los alumnos ilustraciones que hagan visible
la utilidad de los conceptos. A fin de validar sus explicaciones, el docente privilegia
el modelo de representaciéon geométrica, que sirve para visualizar movimientos y
economiza la toma de decisiones.

Las explicaciones extramatematicas, como la de la economia en la toma
de decisiones, obedecen a factores tipicos de la busqueda del consenso; se quiere
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construir un acuerdo sobre la base de la potencia matematica para la ingenieria.
Estos argumentos caracterizan al discurso de la matematica en la ingenieria dentro
de las asignaturas estudiadas y favorecen la adaptaciéon permanente de los ejemplos
al contexto del alumno, independientemente de que se trate del mismo concepto. Tal
hecho colabora en el fendémeno de envejecimiento de las situaciones de ensenanza.
En el tema de razéon de cambio instantaneo, el profesor explica que una razén
es una comparacion por medio del cociente de dos cantidades y da los siguientes
ejemplos: “Un movil que se desplaza a 120 km/h recorre tal distancia en 2 horas; la
razon es: %0 = %ﬂ”, que se podria interpretar como el recorrido del movil a una
velocidad de 60 km/h. El docente formula la siguiente pregunta para generar la
interaccion: G Qué quiere decir 60 a 17”. Un alumno dice: “Por cada 60 km que recorrid un

mdvil, lo hizo en una hora™. La respuesta es aceptada por el docente.

Extracto 5.39
P: Una razon es una comparacion por cociente de dos cantidades, ¢verdad? En
un determinado momento, Jesa razén qué me estaria pidiendo? Por ejemplo, si
un movil se desplaza a 120 km/h y recorre tal distancia en 2 horas, entonces
tendriamos que la razon es, en la distancia-tiempo, 120 a 2 o 60 a 1. Se podria
interpretar que los recorrié a una velocidad de 60km. /hora, ¢no? ;Qué quiere
decir 60 a 1?
Am: Que por cada 60 km que recorrié un moévil transcurrié una hora.
P: Que por cada 60 kilbmetros que recorrié un moévil pasé una hora. Si yo hablara
del resultado de un encuentro de ftbol entre dos equipos y la razéon de los resultados
del equipo A al equipo B es de 4 a 2 y los comparo con cocientes, entonces eso me
daria como resultado, si lo simplifico, 2 a 1. ;Qué interpretacién le podria dar a
eso? Que la razén de los resultados fue 2 a 1. Que por cada anotacion del equipo
B, el A anot6 2, o que por cada 2 anotaciones que hizo el A, el B anoté uno. Una
razon es la forma de medir, ¢verdad?, o de comparar...

B (Gpo-1), p. 163.

Otro ejemplo que proporciona el maestro trata del resultado de un encuentro de
fatbol entre dos equipos. La razén de los resultados del equipo A al B es de 4 a 2; al
comparar los cocientes, la interpretacion es de 2 a 1. Que por cada anotacion del
equipo B, el A anota el doble. El docente concluye que una razén es una forma de
medir o de comparar, aunque abandona la idea de la variacion.

Es interesante observar como el docente vierte sus explicaciones para
buscar un marco contextual ficticio. Hemos mostrado ejemplos donde los profesores
organizan discursivamente sus conocimientos y emplean explicaciones que les



den coherencia y los hagan convincentes; e incluso aluden a las profesiones para
explicar ciertos contenidos matematicos en el saléon de clase. Por ejemplo, en el
siguiente fragmento el profesor sefiala que el matematico explica la derivada de
forma algoritmica, mientras que el ingeniero afirma que, si hay un cambio en «,
impacta en .

Extracto 5.40
P: El matematico te ensefla hablar% = 2x, pero el ingeniero recurre a otro lenguaje.
Yo te digo la funcion de f{x) = x%; ahora, si hago un cambio en x, provoca una modi-
ficacion, ¢de qué forma? De la forma 2x. O también yo puedo hablar asi: tengo una
funcién f{x) = x% si yo hago una variacién en x provoca que las pendientes cambien
de la forma 2x.

C (Gpo-1), p. 95.

El docente enfatiza en las diferencias del lenguaje entre el matematico y el ingeniero,
como consta en el siguiente fragmento:

Extracto 5.40
P: Como se supone que ya saben derivar la aplicacién empirica, tendriamos que
trabajar la interpretaciéon numérica. La razén de cambio, eso lo ven los fisicos,
pero ustedes no llevan fisica. ;No hay preguntas? Ya ven, no que no sabian nada,
¢no?

B (Gpo-1), p. 186.

El profesor sehala que los fisicos estudian la razén de cambio y les dice a sus
alumnos (futuros ingenieros) que no llevan fisica en ese semestre. Les precisa que ya
saben derivar de manera empirica (refiriéndose a la aplicacion de las formulas de
derivacion) y que tendrian que trabajar la interpretacion numérica.

Observamos que los profesores, dependiendo de su formacion y de la
carrera de sus alumnos, utilizan un lenguaje y ejemplos determinados. Esto tiene
que ver con el contexto institucional o con la profesion, entre otros elementos, y
pueden explicar ciertos fendmenos ligados con el aprendizaje.

3. El papel del ejemplo en las explicaciones del profesor

Los ejemplos, juegan un papel importante en la explicaciéon y pueden ser la base
para la comprension de un enunciado general. Ademas, dota de una riqueza de
informacioén, datos o elementos a una situacion. Se ha constatado que los profesores
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se auxilian de diversos ejemplos para convencer a los alumnos o lograr que sigan la
secuencia de una clase con miras a establecer una negociacion. Estos ejemplos, que
pueden basarse en algoritmos o graficas, ayudan a que las explicaciones del docente
tengan fundamento y en ocasiones recurren a un lenguaje cotidiano.

Veamos como el profesor brinda la siguiente explicacion al grupo a través
de un gemplo, tras proporcionar la definiciéon formal de funcién. Aqui se relacionan
las variables con nociones como costos y gastos de un producto, ya que el cambio
de alguna variable se reflejard en las ganancias.

Extracto 5.41

P: Vamos a ver funciones reales de variable real. Tenemos el concepto de funcién
y ¢para qué me sirve? Bueno, tenemos que hacer las relaciones que necesita un
ingeniero y nos lleva a una funciéon; posteriormente, a la derivada e integral. Por
ejemplo, yo tengo en demasia productos que dependen de la temporada, de costos
y de gastos para saber las ganancias. Hacemos una tabla primero, lo planteo asi
(dibujo de conjuntos), después con puntos y luego los uno, pero hay que investigar
de qué manera (grafica). (Coémo encontraria una relacion matematica de esto? Eso
es un problema muy grande... Lo que hago es un modelo matematico que se da a
través de una expresion, por ejemplo, f{x)=x"+1.

C (Gpo-1), p. L.

Aparece la idea de tabulacion, esto es, la variacion numérica, ya que el namero
ordena puntos y surge la necesidad tanto de investigar de qué manera se unen los
puntos para formar la grafica como de encontrar un modelo matematico a través
de una expresion (en este caso, la funciéon). Hubo tres modelos para representar
la variacion como tabulacion, como representaciéon geométrica y como expresion
algebraica o féormula explicita.

El profesor debe situarse en algin contexto para que su explicacion sea mas
convincente y el alumno se interese en el tema de las funciones. Dicha explicacién
se da a través de un ejemplo ya abordado en el extracto 5.2, donde el docente ofrece
la definicion de funcion lineal en forma del polinomio f{x) = a,+ ax y la ecuacion
de la recta f{x) = x, la cual, asegura, es la mas conocida. El ¢jemplo que presenta
después de explicar la definicion es el de la funcion fx)=2x+35.



Extracto 5.42

P: Escrito en forma de polinomio seria f{x)=a,+ax, con grado n=1. Seria otra
forma de expresarlo, aunque significa lo mismo para nuestro caso. Nada mas que
para ustedes es mas conocida la ecuacion de la recta, por eso la escribo en la
forma f(x)=x, que es equivalente a ésta. Podemos describirlos como una ecuaciéon
lineal; por ejemplo, dice f{x)=2x+3. Yo creo que ustedes conocen la recta, ¢verdad?
Quiénes no conocen la recta ni su dominio, que es todos los nimeros reales: f{x)=x.
Algunas veces, acuérdense bien, la imagen también se puede escribir como 7.
La forma mas simple para trazar una recta y=2x+3 ;qué necesita? ;Cual es el
requisito minimo para trazarla?
Am: Dos puntos.
Am: Que tenga 2 puntos.

A (Gpo-1), p. 21.

El docente pregunta cudl es el requisito minimo para trazar la recta; dos alumnos
responden que dos puntos.

Una vez que el docente introduce la definicién de funcién lineal, propone
un ejemplo en el que los alumnos puedan tabular, o graficar, para asi constatar que
se trata de una funcion lineal. Esto constituye una forma de involucrar al alumno
en la situacion a través de técnicas simples que ya dominan y su aparicion obedece
a una necesidad de comunicacién. Provee al estudiante de la sensacién de aprender
y al profesor de la de ensenar.

En otro caso, tras explicar la definicion formal de la derivada , el profesor
formula el ejemplo f{x)=2x+2, que es una funcién lineal, y lo explica paso a paso
para sustituir valores y calcular la derivada por medio de la regla de los cuatro pasos.

Extracto 5.43
P: Vamos a hacer un ejemplo... éste.
Af: Uno dificil.
P: Una recta f{x)=2x+2. ;Cual es su pendiente?
Am: 2.
P: Muy bien, su pendiente vale 2, o sea, si yo la evalto en 0 vale 2 y en 1 vale 4.
La pendiente vale 2. Yo voy a calcularle su derivada, o sea, voy a variar la x, y me
va a decir como cambia la funcién % Esto significa limite de 4x, cuando 4x=>0 de
Jlx+A4x)-f(x) se divide entre Ax, entonces sustituyo. Aqui dice que escriba la funcién
evaluada de x+4x, que evalte x+4x. ;Qué voy a poner?
Am: 2x.
C (Gpo-1), p. 77.
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Aqui, el profesor compara de valores del cociente; varia la x para ver como cambia
la funcion ().

Se observo en las clases que, después de un tratamiento formal de la nociéon
de funcion y de la derivada, el paso siguiente fue ejemplificar los conceptos a través
de recursos familiares para el alumno.

Los ejemplos son un recurso imprescindible que utilizan los docentes (y en
ocasiones los alumnos) durante sus explicaciones en clase, y son el punto de partida
para que el profesor generalice. Un ejemplo es siempre enriquecido dentro de una
situacion que contiene mas elementos o datos, y esta informacion relata al concepto
o definiciéon ejemplificada. El método de ejemplos paradigmaticos no es realmente
un método de ensenanza; mas bien constituye una manera en la cual los conceptos
estan siendo formados (Sierpinska, 1994). La explicaciéon verbal proporcionada por
el maestro no necesariamente es aceptada como tal por los alumnos; en tal sentido,
no se trata de una explicaciéon compartida.

4. Construccion compartida de las explicaciones con base en la
interaccion

Ademas de las intervenciones explicativas por parte del maestro que se han presentado
en las secciones anteriores, debe analizarse su efecto en la estructura de la clase a mas
largo plazo, esto es, en la interaccién discursiva con los alumnos; mostrar como se
construyen y negocian las explicaciones en el dialogo docente-alumnos.

En esta parte, conjuntamente con lo sehalado en los parrafos anteriores,
se expone claramente el papel que juegan las interacciones en la modificacion del
discurso del profesor. Su estudio sistematico ha sido catalogado como un fenémeno
conocido como envejecimiento de las situaciones de ensefianza ligado a la transposicion diddctica.

Si se toma como objeto de estudio a la construccion de significados a través
de las explicaciones, su caracter interactivo demanda que las unidades minimas de
analisis sean secuencias de interaccion y no frases o mensajes descontextualizados,
como apunta Candela (1999). Asi, el problema planteado condiciona las
caracteristicas de las unidades de analisis, siendo el objeto de estudio la construccion
de conocimiento y los significados sobre la variacion.

Se describe la clase a través del contenido tematico y de la secuencia de
actividades que se desarrolld para tratar un tema en una o dos horas de trabajo,
y se eligen las secuencias discursivas donde se podian identificar las actividades y
explicaciones de los profesores frente al contenido cuando aparecia la nociéon de
variacion. En cuanto a los extractos, formaron parte de las clases o sesiones de un
primer semestre de ingenieria.



A continuacién, se analizan varias secuencias de interaccion de una misma
clase para estudiar con detalle la manera en influyen las intervenciones puntuales en
la construccion de una explicacion. Se ahondara en tres secuencias, una por grupo.

El siguiente extracto se caracteriza por las interacciones tipicas del aula, ya
que el profesor afirma y pregunta, mientras que el alumno completa y responde.
Resulta interesante el analisis del discurso interactivo cuando se grafica la funcién
J(x)=-x"+3, y posteriormente se generaliza con la funcién y(x)=-(x-3)’- 3, por medio
de lo que el docente ha denominado “técnica de graficacion”. En un principio
vierte sus explicaciones acerca de lo que le hace el 3 a la grafica de la funcién, y no
demanda la participacién de los alumnos.

Extracto 5.44
P: ... Bueno, si no existen mas comentarios, quisiera que intentemos esta grafica:
J)=-x"+3.
Am: A la izquierda.
P: Exacto, ahi esta, la movio...
As: jHacia la izquierda!
P: A ver, fijense, siganle pensando. ;Qué le hace?
Am: La sube.
P: Su compaiero dice que hay que subirla. Usted ¢qué dice?
Af: Que hay que moverla hacia la derecha.
P: Hay que bajarla hacia la derecha. Les voy a escribir el ejercicio anterior, fijense
compaieros. Contéstenme nuevamente: chacia donde la muevo?
As: [..]
P: All4 atras. (Hacia donde la muevo?
As: [..]
P: No es lo que me habia dicho hace un momento, ¢verdad? A ver si alla atréas su
companero esta de acuerdo. Usted esta diciendo que la mueve hacia la izquierda
3 unidades porque aqui estan 3. No sé si recuerdan lo que acabamos de explicar...
Dijimos qué le hace este a la funcién, y aquél qué le hace...
Am: La mueve.
P: ;Hacia dénde?
Am: Hacia la izquierda.
P: Entonces, ¢qué va a hacer aca?
Am: La va a subir.
P: ;Verdad que la va a subir? Entonces esta mal lo que decia su compaiiero. Vamos
a poner algo un poquito mas laborioso, a ver si entendimos: y(x)=-(x-3)’-3. Los

demas, ¢si estan de acuerdo?
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Un alumno dice “a la izquierda” para senialar que se mueve a la izquierda del vértice,
esto es, localiza un punto de referencia; la mayoria también afirma “hacia la izquierda™,
pero repite lo que el docente expreso: “exacto, ahi estd, la movié”. Sin embargo, cuando
se da cuenta que no es la respuesta correcta, repite el cuestionamiento “Gqué le hace?”
Un alumno responde: “La sube”, pero el docente sigue pidiendo la participacion de
los alumnos con gestos y llamados; la pregunta “squé le hace?” cumple la funciéon de
propiciar interacciones. El docente les recuerda un ejercicio anterior para llegar
a una explicaciéon que los convenza. Vuelve a preguntar hacia dénde la mueve, se
perciben discusiones entre los alumnos -As: [...]- y formula otra vez la pregunta.
Un alumno dice: “La va a subir”, para aludir al movimiento del origen, esto es, a la
variaciéon de un punto de referencia. El profesor responde a esta afirmaciéon con
otra pregunta: ‘¢ Verdad que lo va a subir? Entonces estd mal lo que decia su compaiiero™ (que
se movia a la izquierda).

La repeticion de la pregunta por parte del docente puede interpretarse
como una estrategia para sondear las opiniones que hay en el grupo y para
involucrar a mas alumnos en las actividades, no necesariamente como una accion
para buscar la respuesta correcta (D’Amore, 1999). Esto propicia la modificacién de
las respuestas que dicen los alumnos y abre la posibilidad de que se expresen distintas
interpretaciones del tema y se contrapongan o complementen, contribuyendo a la
construccion de significados. Todo ello ocurre con base en interacciones motivadas
por el docente que no condujeron a explicaciones naturales de sus alumnos, sino a
respuestas cortas en bisqueda de aceptacion. Sin embargo, el docente usara este
episodio para intentar validar una explicaciéon ante sus alumnos, lo cual realiza
cuando propone la funcién y(x)=-(x-3)*-5.

Extracto 5.45
P: Pero ;como se trabajaria? Tenemos la funcién basica. Este menos lo que hace es
invertirla, ¢verdad?, y queda asi. Borramos ésta y ahora este 3 la sube y queda asi.
Ahora vamos a intentar ésta... bueno, aqui no se nos olvide su dominio, que son
los niimeros reales y su imagen...
As: De 3.
Am: De 3 al .
P: Miren, de 3 al . ;Y estos?
Am: Los reales.
P: Los reales, ¢verdad? Bueno, vamos a borrar aqui y seguimos con el menos
(f(x)=-(x-3°)-3). Alguna compailera que quiera pasar... A ver, su compaflera va a
pasar, porque sus compafieros no se animan.
Af: ;Esa es la bésica, verdad?



P: Si es la basica. Vaya haciéndola paso por paso y verd que si le va salir. Dibgjela
levemente para que la pueda borrar ficilmente. ¢Ese es el resultado?
As: No!
Am: No, muévela hacia la derecha. No, asi no (lodos los alumnos entran en la discusion).
As: [..]
Am: El -3 la mueve a la derecha, o sea 1, 2, 3 y pasa por aca, mientras que el -3
la va a bajar.
As: |No, no!
Af: No, nada mas b3jala, muévela hacia la derecha y bajala.
Af: Es que ti nada mas [...]
Af: Pasala por el vértice.
As: Ahi, ahi.
Af: Alo mejor te queda (risas).
As: (Risas).
P: Hey, Victor, ¢donde?, la curva pasa el punto... Esa pasa por el punto.
As: Ahi, ahi. {No!
Am: A ver, espérate.
P: Ahi, ¢verdad?
Am: Maestro, gla grafica va a tocar ahi?
P: Si, es una buena pregunta. Realmente las graficas que ustedes observan nos dan
las formas, pero le falta cierta informacion. Eso lo podemos resolver; por ejemplo,
su compaiiero pregunta: Este cruza eny, creo, y st la cruza ¢donde lo hace? Bueno,
aqui, cuanto vale, en este punto donde estoy marcando cuanto vale la x.
C (Gpo-1), pp. 14-15.

Como un primer paso para graficar la funcién, el docente explica qué le hace el
signo menos (-) a la grafica de la funcién de referencia: “la tmwvierte”. Luego pide
que pase al pizarréon una de sus alumnas, en virtud de que sus compaiieros “no se
animan”. Al intentar resolver el problema, el docente le pregunta a la alumna: “Ese
es el resultado?” (alude a la graficacion de la funcion) y la opinién de la mayoria es:
“iNo!”

El extracto anterior parece tener dos partes. La primera termina con la
respuesta negativa de los alumnos cuando el docente inquiere st ese es el resultado
al graficar la funcion. La segunda se produce durante la secuencia en la que varios
alumnos dan distintas explicaciones sobre el papel del -3 que estd dentro del
paréntesis y del -3 que esta fuera del paréntesis: “Muévela hacia la derecha™; “el -3 la
mueve hacia la derecha, o sea, 1, 2, 3 y pasa por acd y el -3 la va a bgjar”. Otros no estan de
acuerdo y dicen: “No, nada mds bdjala, muévela hacia la derecha y bdjala™.
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Aqui se describe una serie de versiones alternativas que llamamos explicaciones vy,
aunque no estén exentas de errores, son parte de un proceso de aproximacion a la
respuesta correcta. Explican, desde la perspectiva del alumno, el papel del parame-
tro, independientemente de las intervenciones del docente.

"Todos intentan ayudar a la compafiera enfrentada al pizarrén (una situacion
que se repite constantemente). Surgen risas y el docente retoma la conduccion de la
clase cuando pregunta a un alumno: “Hey, Victor, dinde pasa la curva por el punto. Esa pasa
por el punto”y se refiere al punto que en la grafica de la funciéon basica es (0, 0). Surge
una inquietud: ahora, ;dinde queds? Un alumno pregunta: “Maestro, ;la grifica va a tocar ahi?”
El docente dice que una buena pregunta, ya que nada mas conocen la forma de la
grafica; si quieren saber donde cruza la grafica al eje x y al ¢je y; falta cierta informa-
ci6n. Posteriormente hacen el ejercicio para encontrar las intersecciones con los ejes.

En la segunda secuencia de turnos, el docente elige el ¢jercicio 48 de una
lista de ejercicios, que consiste en graficar la funcién y =7/x ,y luego hay que volver
a hacerla, ahora afectada por parametros (suma, resta, multiplicacion, etc.). El
docente pide a un alumno que resuelva el ejercicio y grafica la funcién y =#/x para
que sirva como base al compafiero que va a pasar al pizarrén, y solicita al resto del
grupo que haga el problema a medida que se trabaje.

Extracto 5.46
P: Entonces, si vale 48... ;Quién lo quiere hacer? ;Quién hace el 48?
Am: [..]
P: Alguien que pase.
Am: [..]
P: Mas o menos esta es la grafica de y = ﬁ . A ver, vayan haciendo el problema
en la medida en que lo resuelve su companero.
Am: Aqui vemos que la vamos a recorrer a la izquierda...
P: A la izquierda, ¢si? A ver, su compaiiero la esta haciendo.
Am: A la derecha.
As: Hacia abajo.
P: Yanadamasla y = % I podria ser a la izquierda o a la derecha, pero como
tiene signo negativo es a la izquierda, ¢no?
As: {No! Hacia abajo
Af: Hacia abajo.
P: Bueno, pensemos en puntos a ver si nos pueden ayudar. Pensemos en puntos
para esta x, para esta x seria esta y, ;verdad?, y el valor de y esta dado por éste.
Ahora, iqué le vamos a hacer a la funcién nueva? A la y que teniamos hace rato

para la x, ;qué es lo que le vamos a hacer?



As: Restarle.

P: Restarle una unidad. Por ejemplo, en 1 ;cuanto vale la original?

Am: [.

P: Vale 1. Entonces, si a esta le voy a restar 1, dénde va a quedar este punto.

As: [..]

P: Aqui a cada punto le voy a restar una unidad, o sea, cada punto se va a desplazar
una unidad ¢hacia donde?

As: Hacia abajo.

La siguiente funcién para graficar es V = 3~ 1. Un alumno dice: “Aqui vemos que la
va a recorrer a la izquierda™. El profesor duda de la respuesta y sugiere ver lo que hace
el alumno que estd en el pizarrén. Otro alumno afirma A la derecha” vy, después
de haber escuchado algunas respuestas, la opiniéon de la mayoria es “Hacia abajo”.
El profesor no esta convencido, ya que ¢l piensa que la funcién con la que se esta
trabajando es y =%/x - I en vez de y =[x - 1. Senala: “Podria ser a la izquierda o a la
derecha, pero como tiene signo negativo es a la izquierda, ;no?” Nuevamente la opinion de la
mayoria rechaza la explicaciéon del docente y da un rotundo “No, hacia abajo!” Una
alumna también dice “Hacia abajo” para reafirmar la respuesta del grupo.

El lugar que tiene el docente en el aula como experto y conocedor de los
contenidos escolares no lo excluye de que tenga que argumentar sus puntos de vista
e intente convencer a los alumnos. Una explicacion, en este caso, no parece ser
siempre aceptada por el hecho de que lo plantee el profesor. Estas opiniones han
propiciado que el docente modifigue su explicacion y su situacion de enseflanza, ya
que no le funciona adecuadamente; dicho cambio es producto de la gran cantidad
de interacciones entre el profesor y sus alumnos. Esto es un fendmeno localizado en
la literatura de la educacion basica (Brousseau, 1986) y que hemos encontrado de
nueva cuenta en la educacion superior.

En el extracto anterior, los alumnos discuten y dan sus puntos de vista
porque el profesor esta confundido, todavia no se da cuenta del error. Sugiere que
se plense en algunos puntos para ver si eso puede ayudar. Nuevamente recurre
a la funciéon original y = ix como una estrategla para iniciar nuevamente la
explicacién, a través de lo que él llama la original y dice: “;Qué le vamos a hacer a la
nueva?” El grupo contesta: “Restarle”. De inmediato pregunta cuanto vale la original
en | y un alumno asegura que 1. Entonces, el profesor afirma: “Vale 1. Entonces, si
a esta [la nueva funcién y =7/x - I] le voy a restar 1, donde va a quedar ese punto [el
origen|” y trata de llegar a un acuerdo: “Aqui a cada punto le voy a restar una unidad, o
sea, cada punto se va a desplazar una unmidad ;hacia donde?” Lia mayoria responde: ‘GHacia
abajo!”
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Enseguida veremos la funcion raiz ctibica y =7/x - I, donde ahora el -1 esta
dentro de la raiz, a diferencia del ejercicio anterior, que esta afuera. Tal diferencia
genera un malentendido. Aqui las explicaciones del profesor van al mismo ritmo que
las de los alumnos y el malentendido se supera en la medida en que las explicaciones
son compartidas.

P: Ahora, la siguiente va a ser y = f/;— 1, no es flx).

Af: jAh!

P: Ahora si, vamos a recorrer shacia donde?

Af: Ala derecha.

P: ;Cuantas unidades?

Af: 1.

P: Entonces, quiere decir que ahora este punto lo vamos a encontrar hacia la derecha |...]

vayan resolviendo. Ahora es muy facil, pero a la hora del examen [...], aqui me dicen ‘es

muy facil, ponme mas’. Esa esla graficade y = ﬁ, o sea, ¢qué sucedi6? Se desplazé hacia
la...

Am: Hacia la derecha.

Ante la equivocacion del ejemplo anterior, el docente dice “Afhora si, vamos a recorrer
chacia dinde?” y de inmediato le responde una alumna: A la derecha”. Como ya se
discuti6 anteriormente, en este caso la graficacion ha sido rapida. El 1 mueve la
grafica a la derecha, esto es, se desplaza el origen, que es el punto de referencia
(variacion de un punto de referencia). Volvemos a encontrar aqui que la pregunta
del docente “yHacia dinde?” tiene la funcion de propiciar explicaciones.

Cuando aborda la funcién que sigue, y=, el docente inicia su explicacion
diciendo que vale la mitad del valor inicial, que seria la mitad de la basica y va a
quedar mas pegada al eje de las X.

P: Una unidad, estd bien. La que le sigue, =1 x , ahora vale la mitad del valor

inicial y va a quedar mas pegada al origen de las X.

Am: Vamos a graficar.

P: Aunque, ;qué es lo que vamos a hacer con cada y qué es lo que vamos a hacer

con cada ordenada?

Af: Va a bajar en y.

P: No va a bajar. O sea, iqué es lo que va a hacer?

Am: Se va a inclinar.

Am: Se va a reducir.

P: Se va a reductr, ¢a cuanto? A la mitad. Entonces, voy a reducir. Para imitar cada

valor de y este se va a pegar mas que, ¢verdad? Ahi graficala. Ahora si, cada uno de

estos puntos respecto a esta se deben ver [...] S¢ estamos de acuerdo.



El profesor inquiere: “:Qué es lo que vamos a hacer con cada ordenada?” Una alumna
contesta: “Va a bajar en »”. El profesor afirma que no va bajar y de nueva cuenta
pregunta “¢Qué es lo que va a hacer?” Dos alumnos sefialan: “Se va a inclinar”y “Se va
a reductr”. El docente toma la explicacion de que se va a reducir y precisa: “Se va a
reducir ;ja cudnto?” Antes ya habia explicado que la grafica va a quedar mas pegada
al ¢je X y vale la mitad del valor inicial; ése es el efecto que hace el Y2 a la grafica.
En la interaccion los profesores construyen sus explicaciones y propiciando una
complementariedad con las diversas versiones.

Como va se presentaron algunos casos para la funciéon basica =3fx , los
siguientes se realizan con mayor rapidez. Por ejemplo, la siguiente es y =J/x +1.
Otra vez el docente inicia con una pregunta: “;Como va a estar la grdfica?” Los alumnos
empiezan a dar sus respuestas. Uno explica que va a estar un poco mas a la izquierda
y el docente vuelve a inquirir “;Qué va a suceder con la grifica?” La respuesta es “Se va a
desplazar hacia la izquierda”. “;Cudntas unidades?”, pregunta el docente, y la opinién de
la mayoria es “7”.

P: ;Coémo va a estar la grafica » = f/;"']?

Am: Va a estar un poco mas a la izquierda.

As: [..]

P: :Qué va a suceder con la grafica en este caso?

Am: En el otro lado...

P: Se va a desplazar ;cuantas unidades?

As: 1.

P: Una unidad hacia la izquierda. Esa es la grafica dey =:/x +1, asi me quedo.

Qué hago primero en ese inciso que va a ser primero, y = - J/x.

Am: A este [...]

Am: Podria ser una reflexion.

P: Vamos a hacer una reflexion, o sea, no quiere decir que se vaya invertir aqui

este asi...

Am: Los valores...

P: y =- J/x. Bueno, eso ya seria como un punto para la resoluciéon del problema,

eso es lo que queremos, ¢no?

As: Si.

P: De y =4x-2 ¢no?, va a estar a la mitad. jPara donde va?

Am: Hacia la derecha.

P: ;Cuantas unidades?

Am: 2.

P: Dos, van a ser a la derecha...

B (Gpo-1), pp. 105-106.
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Finalmente, estan las funciones » =- Jx y =3/x-2. En la primera, el docente
pregunta “Qué hago primero” y un alumno contesta: “Podria ser una reflexion™. 'Tal
explicacion es usada por el docente, ya que dice se va hacer una reflexion, esto
quiere decir que los valores se van a invertir. El docente interviene para reforzar la
explicacién del alumno y la formula como un principio general: “Vamos a hacer una
reflexion”. En la Gltima funcion, el docente pregunta “;Para dénde va? y otro alumno
dice “Hacia la derecha”. Se concluye que se mueve 2 unidades hacia la derecha.

En este caso, la repeticion de una pregunta también puede interpretarse
como una tactica para sondear las opiniones de los alumnos, abre la posibilidad
de que surjan distintas interpretaciones y favorece la construcciéon de explicaciones
durante la interaccion.

En el tercer extracto, el docente pide la colaboracion de un estudiante para
que pase al pizarréon a bosquejar las funciones y=x*-4, y=x’+4. El docente da pie
a la interaccién discursiva cuando dice “;Cudl seria la grdfica de la_funcion y=x*-4?",
y el alumno que esta al frente contesta: “Seria de (0,-4)”, aludiendo al vértice de la
funcién como punto de referencia, donde la parabola bajo 4 unidades. Esto se puede
notar en los registros de la clase, ya que en las transcripciones no aparecen graficas
ni bosquejos. Nuevamente identificamos que la pregunta del profesor (“;Cudl seria la
grdfica de la funcion y=x*-4?") funge como generadora de esas explicaciones.

Extracto 5.50
P: Bueno, a ver. (Cudl seria entonces la grafica de y=(x*-4)?
Am: Seria de (0,-4).
P: Esto seria, ¢desde donde?
Am: Desde +4 (...) -4.
P: A ver, fijense bien. Mejor escriban y asi nos ahorramos mil palabras. ;Gémo es
la primera? Pénganle ahi donde empieza y donde termina.
Am: ;Por qué?
Am: Es negativo.
Am: Si, es desde (-4).
Am: Si la pasas para aca es positivo.
Am: No.
Am: Por eso, ponle [...] es positivo.
Am: Andale.
Am: Si sabes.
As: [..]
Am: Practicamente es el mismo signo de la funcion, le cambia el signo.

Am: Es el mismo signo, porque al cambiarlo [...] queda mas, como es X [...]



P: (0,4).

Am: Entonces esta es [...]

P: Y abajo seria (0,-4); (0,-4)... un punto [...], el dominio [...]
A (Gpo-1), p. 26.

En el extracto se puede apreciar que estan intentando bosquejar las dos funciones
ala vez. El profesor dice a los alumnos que escriban cual es la primera funcién que
se estd bosquejando, donde empieza y donde termina. Después del comentario, se
presenta una secuencia donde los alumnos discuten en qué le afecta a la parabola
ese -4 y 4, esto es, sobre el vértice de la grafica. En las anteriores intervenciones de
los alumnos se dan distintas versiones como respuesta a la pregunta.

En esta seccion se observa que los profesores con frecuencia promueven
la produccién de explicaciones cuando demandan a los alumnos que justifiquen
sus puntos de vista; asimismo, aportan explicaciones para apoyar o rechazar una
version. Los profesores crean un escenario que facilita la participacion de los
alumnos a través de una pregunta, una explicacion o un comentario, lo cual tiene un
efecto en la dindmica de la interaccién discursiva dentro del aula ya que, en algunas
situaciones, los docentes modifican su discurso cuando hay mucha interacciéon con
los alumnos. Hacen ligeras modificaciones o formulaciones a las explicaciones que
se han construido en la interaccién y dan apertura a una complementariedad entre
las diversas versiones.

Conclusiones de capitulo

En este estudio, al igual que en (Mercado, 2001), la diversidad de situaciones que se
suscitan durante la ensenanza implica que constantemente se presenten elementos
de improvisaciéon como parte de la vida cotidiana y como posibilidad de aprendizaje
ante ambientes nuevos A este respecto también conviene recordar lo que sefiala
Olson (1992): “La gente no planea sus argumentos antes de construirlos”.

La improvisacién es una parte constitutiva de la vida cotidiana y del en-
cuentro entre personas. En la escuela, como dice Erickson (1982), los maestros y los
estudiantes estan comprometidos con la praxis, improvisan variaciones situacionales
dentro y en torno al material tematico socioculturalmente prescrito y, ocasionalmen-
te, descubren nuevas posibilidades tanto para aprender como para la vida social.

Como relaciéon de trabajo, la enseflanza es construida entre maestro y
alumnos. Los ajustes y negociaciones entre ellos implican una construccion colectiva
(Mercado, 2001); incluso en diversos aspectos de la vida en el aula, y muchas veces
en las tareas académicas, se empenan en llegar a consensos respecto a los trabajos
que emprenden juntos (Erickson, 1982; Candela, 1999).
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Es en la relacion con los alumnos donde los saberes docentes no sélo son
validados por los profesores, sino también ahi se constituyen privilegiadamente. Para
la construccion del saber matematico avanzado, dicho privilegio no sélo reposa en
el convencimiento de los alumnos, sino también en la validez estructural del saber.

Este hecho debe modificar la centrarse de manera exclusiva entre la
explicacion del maestro y la explicacion del alumno para dar lugar a una referencia
al saber especifico. En el caso anterior se trataba de la generalizacion de reglas para el
movimiento de las graficas al complicar las expresiones analiticas correspondientes;
por tanto, no era la grafica el referente de las explicaciones, sino la regla extraida de
casos mas simples. Esto produjo finalmente una explicaciéon compartida a través de
verbos con significado situacional de la nocién de variacion (subw; bajar o desplazar).

En esta perspectiva, si bien la ensehanza es dirigida por el maestro, la
influencia de los alumnos en las explicaciones del docente resulta decisiva para
muchas acciones que emprende para enseflar. Pasamos asi de una visién que ve a
los alumnos como aquellos que reciben la ensenanza del profesor, a la basqueda de
los aspectos que determinan las acciones docentes, considerando el efecto que en
ellas pueden tener los alumnos. Es asi como en este estudio se pudo documentar las
formas en que se produce el envejecimiento con base en las interacciones alumnos-
maestro-saber a través de las explicaciones en clase.

Conclusiones generales

La labor del profesor de matematicas es fundamental para desarrollar entre sus
estudiantes el interés por el conocimiento, para favorecer el desarrollo de su propio
pensamiento matematico y para coadyuvar al crecimiento del saber. Su trabajo
normalmente se lleva a cabo de muchas maneras: al preparar sus clases, al decidir
sobre los mecanismos de evaluacién de los aprendizajes, al dictar su catedra y al
seguir, de alguna manera, la evolucién de cada uno de sus alumnos.

Por ello, las clases de matematicas son un espacio densamente rico en
cuanto a rituales de iniciaciéon académica: unas veces se dan a través del habla, otras
mediante la lengua escrita. La diversidad de las situaciones que se generan durante
la ensenanza implica que se presenten constantemente factores de improvisacion
como parte cotidiana y como posibilidades de aprendizaje ante ambientes nuevos.
Quizas ahi esta la fuente de inspiracion de esta investigacion.

Entre las cuestiones destacadas de los analisis presentados en este libro se
encuentran el caracter sociocultural de la ensenanza y la construccion colectiva
y local que de ella hacen el maestro y los alumnos. Puede creerse que las clases
de matematicas son rigurosas y precisas, y que cuando se dictan en la educacion
superior no dan lugar a interacciones de tipo discursivo. Este trabajo muestra la



falsedad de tal creencia debido a que las clases se caracterizan por el alto nivel
de interaccion entre los estudiantes, el maestro y el saber. Son una construcciéon
conjunta entre el maestro y los alumnos.

De manera especifica, la investigacion centrd su atencion en el papel de
la explicacion en el salon de clases y discutio la importancia que desempefia en los
entendimientos matematicos de los estudiantes. Si bien la cuestién de la participaciéon
de los alumnos en el aula escolar de la educacion basica, dentro de la clase de ciencias,
ha sido ya tratada, al igual que la asimetria entre el papel de la explicacién didactica
y la explicacion cientifica en clase de matematicas -que conduce a un desequilibrio
entre el estatus no cientifico de las explicaciones didacticas- y la cuestion de la
explicacién en la enseflanza de las matematicas de los ciclos correspondientes a
la educacion obligatoria, este trabajo, como se pudo apreciar en cada uno de sus
capitulos, puso énfasis en dos planos diferenciados: un plano aludio6 al tratamiento del
objeto matematico de naturaleza no explicita, esto es, un objeto cuya introduccién
en el aula sigue caminos distintos a los que se dan en la presentacion de definiciones
y axiomas, concretamente, a la nocion de variacion. El otro fue relativo al contexto
institucional, ya que este estudio tuvo lugar en una instituciéon para la formacion de
ingenieros en las especialidades de mecanica, bioquimica, computacion y electronica;
los profesores, a su vez, tenian diferentes origenes profesionales.

Este estudio se distingue, porque centra su atenciéon en la nocion de
explicacién como categoria tedrica de andlisis de una nocién paramatematica. En
este sentido, se trabajo sobre el papel de la explicacion en la clase de matematicas
de los futuros ingenieros cuando emplean, comparten, negocian o construyen la
nocion de variacion. Las contribuciones mas significativas de este estudio se ubican
en tres niveles: el metodologico, el tedrico y el de las practicas de referencia.

Dentro del ambito metodologico, la contribuciéon se sitha en haber
extendido el uso de métodos que, si bien son conocidos y suficientemente empleados
en la educacion basica, no lo son en las clases de matematicas a nivel universitario.
Esto se confirma al revisar las actas de los congresos mas importantes en nuestra
disciplina, la Relme y el PME. Quiza ello se debe a la resistencia a la observacién
de lo cotidiano en el aula universitaria de ciencias e ingenieria y a la concepcion,
ampliamente difundida, de que los problemas de aprendizaje en esos niveles son
exclusiva responsabilidad de quien aprende, una idea que no debe compartirse.

Habitualmente, los analisis de matematica educativa en el contexto superior
se llevan a cabo en el momento de intervenir en el sistema de ensehanza con el
disefio de una situaciéon de aprendizaje o con un vasto dispositivo de ingenieria
didactica; en ambos casos, la intervencion sucede desde el disefio de la actividad y
su puesta en funcionamiento es controlada desde fuera del aula. El investigador, a
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quien suele considerarse en este modelo como un verdadero ingeniero didacta, participa
en la concepcion, diseno, implantacion y analisis de la puesta en escena, determina
las variables de control y, a través de ellas, regula su mediaciéon en el sistema de
ensenanza.

Como el enfoque etnografico, a diferencia del anterior, disfruta de la
contemplacién y no pretende participar en el momento de la observacion ni tiene
como objetivo la intervencion, el primer reto fue la bisqueda de una articulacion
adecuada entre estas aproximaciones. Hubo que coordinar, en el campo teorico,
el estudio del envejecimiento y el analisis de las explicaciones en el aula cuando
el docente introduce la nociéon de variacién como parte de sus explicaciones. Se
abandono la aspiracion de disefiar una situacién didactica con fines de intervencién
razon, por por ello no fue seguida la metodologia tipica de las situaciones didacticas,
accion, formulacion, validacion e institucionalizacién, sino que el estudio del
fenémeno de envejecimiento centrado en la etapa de institucionalizacién.

La razén principal que motivo la busqueda de esta articulacién radicod en
hallazgos propios (Cantoral y Reséndiz, 2003), acerca del persistente fracaso escolar
con respecto al aprendizaje de los temas de calculo diferencial e integral. Era sabido
que los estudiantes lograban un nivel aceptable en la operatividad algoritmica
cuando derivaban, integraban, calculaban limites o encontraban maximos o
minimos, pero eran incapaces de reconocer procesos de cambio y de variacion que
precisaban de una derivada o de una integral en situaciones escolares un poco mas
elaboradas. Ello condujo, naturalmente, al estudio sistematico de las condiciones
en las que se organiza la enseflanza de dichos temas y no circunscribirlos solo al
examen de su aprendizaje. Esta investigacion no busca verificar si el alumno alcanzé
un aprendizaje o si construyd un conocimiento estudio que seria mas bien de corte
cognitivo, sino que estudia el fendbmeno de envejecimiento de las situaciones de
ensefanza ligado a las practicas de ensefianza, tema central de este libro. Desde
esta perspectiva fue encarado el hecho de que habria que analizar la variacion,
aunque no fuera un objeto explicito de la ensefianza, es decir, un tema curricular,
como los conceptos de limite o funcion.

La aportacion, dentro del terreno practico, radica en haber aportado
suficiente informaciéon empirica sobre la forma en que la nocion de variacion vive y
evoluciona en el aula de matematicas a nivel universitario. Este cambio de enfoque
permiti6 abandonar el clasico acercamiento de la busqueda de los conceptos
centrales del calculo, para ubicarnos en el examen de la nociéon de variaciéon a lo
largo de distintas practicas educativas.

La relacién maestro-alumno-saber es una relaciéon didactica central en
nuestro enfoque, ya que en el pequeno espacio donde el docente y sus alumnos



construyen el saber se producen las condiciones del aprendizaje. Los docentes no s6lo
tienen que ganarse el consentimiento de los alumnos y promover su participacion;
ellos también incentivan la participacion de sus alumnos cuando les solicitan que
justifiquen sus respuestas. Los alumnos, como sujetos activos, pueden rebasar las
expectativas del docente y alterar la dinamica de la interaccién; al mismo tiempo,
pueden contribuir a nuevas construcciones del conocimiento.

En este analisis se logré identificar una gran diversidad de perspectivas
que emplean los profesores cuando explican la nocion de variacion. Por ejemplo,
con frecuencia manejaron recursos como el uso de parametros para articular su
explicacion a lo cotidiano (rota, traslada, sube, baja, agarra, recorre, jala) o a la
asignacion de significados multiples de orden visual, gestual y simbolico para las
funciones (traslacion, inclinacion, rotacion, desfasamiento, contraccién, a menor
que 1, a mayor que 1). Ademas, atribuyeron expresiones de movimiento a las
graficas y a los puntos singulares de referencia como vértice, origen, asintota o cruce
y recurrieron a las tablas como medios de aproximacion a un limite particular: df/dx.

Del mismo modo, en sus explicaciones construyeron una especie de
lenguaje con simbolos propios. Emplearon con frecuencia la idea de funcion basica
o expresion basica para denotar a la familia de curvas siguientes: x, % x” y sen x.
Las llamaban asi en virtud del uso que harian de ellas, esto es, con ellas construian
las demas funciones a través de reglas sintacticas simples x+a, x-a, etc. Este manejo
de un lenguaje particular para las funciones y el uso de la variacion a veces de la
x, a veces del parametro a, a veces del punto P(x, ), a veces del incremento o del
cociente de ellos, habla de cémo el profesor elabora conjuntamente con sus alumnos
un discurso basado en explicaciones compartidas que no dejan de lado al saber,
pero yuxtaponen un lenguaje cotidiano que permite “agarrar a las funciones”.

Por tal motivo, el contexto nos llevo a localizar las formas en que viwia la
nociéon de variacion en cada clase. Descubrimos que habia cinco tipos diferentes de
explicacion donde se apreciaba la nocion de variacion, segun se usara el modelo
numérico, el de representacién geométrica o grafica, el de tratamiento algebraico,
el de comparacion y el de covariacion, o alguno sustentado en el lenguaje natural.
El fenémeno de envejecimiento que en nuestro caso esta ligado a la nocién de
variacion, observo que las practicas del profesor tienden a apoyarse fuertemente en
la variacion numérica usando como medio para explicar la construccion y andlisis
de una tabla de valores.

La teoria de las situaciones didacticas sostiene que a través de la explicacion,
y s6lo mediante ella, que tiene lugar la serie de interacciones que hacen funcional
la comunicacion y el intercambio de ideas generadas dentro de la situacién de
aprendizaje. De ahi que para explicar el fendmeno de envejecimiento no haya
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que estudiar las situaciones didacticas de intervencion, sino las explicaciones que
cotidianamente se usan en el aula.

Es notorio que las situaciones de ensenanza analizadas se dan sobre la base
de las relaciones maestro-alumno-saber, lo cual es un supuesto basico de la teoria,
e interesan a nuestro estudio en tanto que son el fundamento de las explicaciones
portadoras de conocimiento. Gomo ya hemos dicho, el profesor explica al alumno y
éste a su vez explica al maestro con base en el mullieu, al hacer ambos un uso de cada
uno de los elementos a su alcance en un momento dado. Tal hecho constituye una
caracteristica notable del fendmeno de envejecimiento, pues se acude a los recursos
disponibles tanto del maestro como de los alumnos al cambiar su explicacion, y es
ahi donde inevitablemente envejecen a medida que son empleados

Las explicaciones sufren modificaciones a partir de la interaccion, que se
propicia por una btisqueda de complementariedad entre las versiones de los alumnos
y la del maestro. Las intervenciones del profesor en las que solicita explicaciones y
trata de orientarlas regulan el curso de la clase; asi, la situacion de ensenanza cambia
a través del empleo de explicaciones situadas. Durante la ensefianza de la nociéon
de variacion -centro de estudio en nuestra investigacion-, los maestros se apoyaron
fuertemente en la de variacién numérica y el modelo al que mas recurrieron fue
la tabla de valores. Insistimos en que tales recursos no forman parte de lo que
tipicamente se considera como el contenido matematico de una clase, sino que con
ellos se amalgama la explicacion en el aula. La funcién no es la tabla, la formula ni
la grafica, sino una relacién de correspondencia especifica y su representaciéon no es
el concepto, pero a través de ellas el profesor lo hace aparecer en clase.

Los profesores interactian constantemente con los alumnos mediante el uso
del saber explicado, o bien de la explicaciéon didactica en el sentido de Sierpinska.
Esto ocurre con mayor intensidad cuando se aborda la nocién de variacién, que
no es objeto explicito de la ensenanza en la medida en que no es introducida en
el aula mediante una definicién ni es manejada en los libros de forma explicita, ya
que no se trata de una caracterizacion categorial. Su aparicion se da con el lenguaje
cotidiano, que brinda el contexto para explicar como varian los fenémenos relativos
a la fisica o la ingenieria, y ello se traslada al juego de los discursos formales y no
formales.

Recordemos que la teoria de situaciones de Brousseau (1986), se basa en
una aproximaciéon constructivista que actia bajo el principio de que una nocién
se construye en el ambiente de situaciones de ensenanza. En el aula se crea un
discurso que elaboran tanto maestro como alumnos. Si bien, en un principio, con-
sideramos solo las explicaciones del docente tuvimos que cambiar nuestra optica,
pues observamos que los alumnos desempenaban un papel central en el discurso de



la clase; el docente no es la inica, ni siquiera la principal fuente de autoridad mate-
matica. Los alumnos comparten sus respuestas con el docente y sus companeros.

En algunos casos, los alumnos se apropian de la funciéon de pedir o demandar
explicaciones antes de aceptar una respuesta, algo que en principio pareciera
relacionarse con el papel del docente. Incluso, en algunas circunstancias, el alumno
hace que el profesor modifique la situaciéon de enseflanza. Los analisis realizados
muestran una importante presencia de las intervenciones de los alumnos y su
influencia en la dinamica del discurso en el aula. Como ejemplo de su competencia,
se ha encontrado que hacen uso de algunos recursos, como la capacidad de explicar
y el rechazo a la explicacion del docente.

Ahora bien, la riqueza de la construccién de significados en la interaccion,
mas que un proceso que parte de la diversidad de opiniones, termina como un
proceso donde se negocian y articulan significados, pero también se abren
alternativas explicativas, se plantean debates y explicaciones que casi siempre llegan
a una conclusion vy, de ahi, al proceso de institucionalizacion.

Todos los momentos donde intervienen los alumnos por decision propia
tienen un profundo significado para ellos, ya que asi ejercitan su autonomia,
satisfacen sus demandas de conocimiento, afianzan la credibilidad que el profesor
les inspira vy, sobre todo, participan. Esto significa la apertura democratica del
profesor, quien les confiere la posibilidad de asumir roles diversificados que van mas
alla de su papel como espectadores de su propio aprendizaje.

En cuanto al papel de la interacciéon, hemos constatado que produce
transformaciones practicas en el discurso didactico y posibilita la apropiacion del
conocimiento. Por tanto, las lecciones no son guiones rigidos que se cumplen por
encima de cualquier circunstancia.

La negociaciéon de significados incluyé tanto los contenidos académicos
que se construyen en cada intervencién como las acciones por medio de las cuales
se realiza: explicar; describi; convencer, imponer, comparty; validar, cuestionar;, ejemplificar y
muchas mas. Asi, los participantes tienen que negociar el significado con el fin de
llegar a un significado compartido, que sea comprendido por todos los miembros
de la cultura de la clase.

Por medio de tal proceso los participantes constituyen significados “tomados
como compartidos”, aunque no necesariamente compartan el conocimiento (Go-
dino y Linares, 2000). Los significados se elaboran a través de negociaciones cuyo
sustento son las explicaciones por las que el grupo llega a estar de acuerdo sobre
clertas convenciones. Su resultado final tiene propiedades emergentes, porque las
contribuciones individuales pueden afiadir algo sobre lo que nadie habia pensado y
anticipado.
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No intentamos generalizar, pero nuestra investigacion puede reflejar las
clases de calculo en las escuelas de ingenieria bajo condiciones reales o normales,
donde los conocimientos aparecen como un producto de la construccion social de
los participantes en una tarea compartida, con desempenos particulares, igualmente
importantes en cuanto a los recursos discursivos puestos en juego.

No se pretende mejorar la microcultura de la clase de la misma manera
que podemos cambiar el curriculo matematico o la macrocultura de la clase carac-
terizada por principios generales y estrategias de ensenlanza. Como afirma Voigt
(1995):

Deberiamos conceptualizar el cambio de una microcultura como una evolucion,

mas bien como una reorganizacion. Pero con el fin de influir y dirigir esa evolucion

es utll comprender las regularidades y la dinamica de los procesos dentro de la vida

de la clase.

La intencién de este trabajo fue contribuir, en alguna medida, al conocimiento de
las situaciones y las actitudes que propician una participaciéon mas libre, creativa,
auténoma y constructiva de los profesores y alumnos, a fin de que obtengan un peso
mayor en la experiencia escolar. Estudios de tal indole han contribuido, sin duda, a
enriquecer nuestro conocimiento de lo que ocurre en el aula.

La investigaciéon no pretende decir como se debe ensefiar la variacion,
mas bien puede resultar ilustrativo para los docentes. Son ellos los que organizan
discursivamente sus conocimientos y buscan explicaciones que los hagan coherentes
y convincentes. Al explicar algo en matematicas nuestro discurso llega a ser mas
extramatematico que propiamente matematico.
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Anexo

Notacién especial
Notacion especial utilizada en las transcripciones:

P
Af

Profesor

Alumna

Alumno

Varios alumnos simultineamente

Indica ruido de fondo y no distinguible de lo que se habla
Indica cortes en las secuencias
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