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1.1. Definición de probabilidad y variable estocástica

La probabilidad se define a partir de considerar un conjunto n de elementos 
con una propiedad x con valores en el intervalo [a,b]. En este caso, el nú-
mero de elementos n(c) donde se cumple que  x = c  se define como nP(c).  
P(c)  es la probabilidad de que el elemento n tenga un valor de x igual a  c .

Un número aleatorio o variable estocástica es un objeto  X  definido por:

a) un conjunto de valores, donde  X  puede ser unidimensional, multidi-
mensional, continua o discreta.

b) una distribución de probabilidad   P(X)  asociada a este conjunto, donde:

La probabilidad de que una variable continua  X  tome valores entre  X + 
dX  está dada por:

mientras que la probabilidad de que una variable discreta n tome un valor 
igual a a se define como:

donde δ es la función Delta de Dirac que toma valor igual a  1  cuando su 
argumento es igual a  0 , mientras que es igual a  0  para todos los demás 
valores.

Una variable estocástica queda completamente definida por el conjunto 
de valores que puede tomar y su función de probabilidad correspondiente.

1.1.1

1.1.2

1.1.3
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Por otra parte, la función de distribución de probabilidad puede ser expre-
sada de forma explícita o en función de sus momentos  m, definidos como:

 

El primer momento es el valor esperado, mientras que el segundo mo-
mento se relaciona con el cuadrado de la desviación media o varianza a 
partir de la expresión:

La teoría de la probabilidad se basa en la transformación de variables. 
Esencialmente esto consiste en una colección de técnicas para transfor-
mar una distribución de probabilidad a priori en otra a posteriori. Cualquier 
aplicación a un fenómeno real se basa en tres pasos fundamentales:

1. Postular una distribución para la variable independiente.

2. Realizar una apropiada transformación matemática.

3. Comparar la distribución obtenida con las observaciones.

Sea  X  una variable estocástica con una distribución de probabilidad  
P(X) conocida y una variable  Y  que es función de X, por lo que Y será 
también una variable estocástica. La función de probabilidad asociada 
a  Y  se define como:

1.1.4

1.1.5

1.1.6
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Se tiene una variable estocástica  X  cuya función de probabilidad está 
dada por:

Se conoce que la variable  Y  depende de  X  de acuerdo con la relación

Determine la función de probabilidad asociada a Y.

Determine la función de probabilidad asociada a Y.

La función de probabilidad asociada a Y está definida de acuerdo a la 
ecuación (1.1.6), de forma tal que:

donde, de acuerdo con el intervalo definido para  X, el intervalo de valo-
res posibles de  Y  se encuentra entre  0  y  1. Debido a la presencia de la 
función delta de Dirac, este problema se va a resolver de forma numérica. 
Para esto se definen los posibles valores que puede tomar la variable  Y, 
para cada uno de estos se determina el valor de  X  correspondiente y la 
probabilidad asociada a  X  será la correspondiente a  Y. 

Ejercicio resuelto 1.1

1.1.7

1.1.8

Solución:

1.1.9
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El comportamiento obtenido se muestra en la siguiente figura:

 

Se tiene una variable estocástica  v cuyo valor se encuentra entre 10 y 
40 con una función de probabilidad normal con valor esperado  15  y des-
viación estándar de  5. Se conoce que a es función de  v  de acuerdo con:

¿Cual es la probabilidad de que el valor de a sea igual a 660?

Respuesta: 0.08

 

Ejercicio propuesto 1.1
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1.2.1. Función de distribución normal o gaussiana

La función de probabilidad normal se define:

 

donde μ es el valor esperado y σ2 la varianza.

Relacionada con esta, se define la función de probabilidad normal acu-
mulativa, dada por:

 
Las gráficas de los comportamientos de la función de probabilidad nor-
mal y la función de probabilidad normal acumulativa considerando un 
valor esperado y varianza igual a 1, respectivamente, se muestran en las 
Figuras 1.2.1.1 y 1.2.1.2.

1.2. Funciones de probabilidad

1.2.1.1

1.2.1.2
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La distribución normal multivariable está dada por:

donde el valor esperado es un vector de  r  componentes definido por:

mientras que el segundo momento está definido por una matriz de la forma:

1.2.1.3

1.2.1.4

1.2.1.5
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1.2.2.1

1.2.2.2

1.2.2. Distribución Chi-cuadrado

La función de distribución Chi-cuadrado está definida para una variable 
no negativa  x  y un parámetro  μ , que define los grados de libertad, y se 
escribe de la forma:

donde la distribución acumulativa es:

En las Figuras 1.2.2.1 y 1.2.2.2 se muestran la función de probabilidad 
chi-cuadrado y su función de probabilidad acumulativa.
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1.2.3. La distribución de probabilidad exponencial

La distribución de probabilidad exponencial está definida por:

 
 y su correspondiente función acumulativa:

Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.3.1 y 1.2.3.2.

1.2.3.1

1.2.3.2
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1.2.4. La función de probabilidad de Weibull

La función de probabilidad de Weibull con parámetros  a  y  b  está definida 
por:

y su correspondiente distribución acumulativa:

Estas funciones de probabilidad se muestran en las Figuras 1.2.4.1 y 
1.2.4.2.

1.2.4.1

1.2.4.2
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1.2.5. La función de probabilidad gamma

La función de probabilidad gamma con parámetros a y b se define como:

y su correspondiente función acumulativa:

Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.5.1 y 1.2.5.2.

1.2.5.1

1.2.5.2
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1.2.6. Función de probabilidad beta

La distribución de probabilidad beta con parámetros  v  y  w  está dada por:

 y su correspondiente función acumulativa:

Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.6.1 y 1.2.6.2.

1.2.6.1

1.2.6.2
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1.2.7.  La distribución de probabilidad de Cauchy

La función de probabilidad de Cauchy con parámetros  α  y  β  está definida 
por:

 y su correspondiente distribución acumulativa:

Estas funciones de probabilidad se muestran en las Figuras 1.2.7.1 y 1.2.7.2.

1.2.7.1

1.2.7.2
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1.2.8. Distribución de probabilidad uniforme

La distribución de probabilidad uniforme con parámetros  a  y  b  está dada 
por:

y su correspondiente función acumulativa:

Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.8.1 y 1.2.8.2.

1.2.8.1

1.2.8.2
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Se tiene una variable estocástica  X, cuya función de probabilidad es 
normal con valor esperado de  15  y varianza  8. ¿Cuál es la probabilidad 
de que esta variable tome valores entre  8  y  10?

La probabilidad de que la variable se encuentre entre los intervalos es-
pecificados se define a partir de la función de distribución acumulativa 
correspondiente:

Se tiene una variable estocástica  v cuyo valor se encuentra entre 0 y 10  
cuya función de  probabilidad es exponencial con un parámetro igual a  4. 

¿Cuál es el valor de v que usted puede obtener con un 90% de probabilidad 
acumulativa?

Respuesta: 6.99

Ejercicio resuelto 1.2

Ejercicio propuesto 1.2

Solución



Procesos estocásticos

Capítulo 2





PROCESOS ESTOCÁSTICOS 29

Un proceso es un fenómeno que evoluciona con el tiempo y que se describe 
a partir del comportamiento de una variable. En este caso, el modelo del 
proceso es la ecuación matemática que representa el comportamiento 
de esta variable.

Sea  X*  una variable estocástica y  t  el tiempo. Se define un proceso 
estocástico como aquel proceso donde la variable  Y  que lo describe 
depende del tiempo y de la variable estocástica  X* , de forma tal que  Y*  
es también una variable estocástica y se define de la forma:

Cuando el valor de  Y  se determina para uno de los posibles valores de  
X, se obtiene una realización del proceso. De esta manera, un proceso 
estocástico se define como un conjunto de realizaciones del mismo, y 
queda completamente definido a partir de la probabilidad asociada a  X*,  
P(y), o de todos los momentos de la misma. El carácter estocástico de un 
proceso se manifiesta en que el valor real que toma la variable fluctúa o 
cambia en relación con un valor promedio. En este sentido, las fluctuacio-
nes se definen como la diferencia entre el valor esperado y el valor real, 
donde esta magnitud cambia aleatoriamente.

Existen dos parámetros fundamentales que se deben tomar en conside-
ración para caracterizar a un proceso estocástico. Uno de ellos es el valor 
esperado de la variable  Y, definido como:

 y el otro es la función de autocorrelación:

2.1

2.2

2.3

2.1 Procesos Estocásticos
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Nótese que cuando t = t²   la función de autocorrelación se corresponde 
con la varianza  σ², la cual se identifica con el cuadrado de la magnitud 
promedio de las fluctuaciones que se producen alrededor del valor espe-
rado o desviación estandar.

Un proceso estocástico estacionario es aquel en el cual los momentos 
asociados a su función de probabilidad son constantes con respecto al 
tiempo. Al respecto la función de autocorrelación solo depende del inter-
valo de tiempo considerado, existiendo un valor de este intervalo para el 
cual la función de autocorrelación se hace cero o despreciable, el cual se 
conoce como tiempo de autocorrelación.

En la naturaleza ocurren muchos fenómenos cuyas variables cambian de 
una manera muy complicada e irregular. No es posible determinar esta 
variación en detalle, pero sí es posible calcular determinados promedios, 
los cuales responden a leyes físicas simples. Esta función puede ser repre-
sentada por un proceso estocástico. Al estudiar el fenómeno, esto puede 
ser abordado desde dos puntos de vista posibles. El primero es observar 
el comportamiento de  N  réplicas del mismo y promediar los resultados 
observados. El segundo consiste en observar un solo sistema durante 
mucho tiempo, separar las observaciones en  N  intervalos de tiempo, 
y promediar los resultados. Si ambos promedios coinciden, entonces el 
proceso es ergódico. 

La propiedad de ergodicidad solo es completamente válida para el caso 
del estado estacionario. En el caso de procesos dinámicos, esta propie-
dad no puede suponerse sin antes comprobarla. De ser así hay que tomar 
intervalos de tiempo lo suficientemente largos como para que se aprecien 
las fluctuaciones, pero cortos en relación con el cambio temporal del 
promedio.
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En la Figura 2.1.2 se muestra una realización (línea discontinua) de un 
proceso estocástico estacionario, donde el promedio se representa como 
una línea continua.

El comportamiento macroscópico regular que se observa en muchos 
fenómenos, a pesar de que microscópicamente ocurren procesos muy 
complicados, es el resultado de que lo que se observa es en realidad el 
comportamiento del promedio de un gran número de partículas micros-
cópicas. La naturaleza aproximada de las leyes macroscópicas o deter-
ministas, que no toman en cuenta de forma explícita el comportamiento 
microscópico, se manifiesta en la presencia de fluctuaciones alrededor de 
los valores deterministas. Estas fluctuaciones internas, resultado de los 
fenómenos que ocurren al nivel microscópico, escalan con el tamaño del 
sistema. Cuando el tamaño de las partículas es despreciable en relación 
con el tamaño del sistema, estas fluctuaciones internas son despreciables, 
de ahí la validez de las leyes deterministas.
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La razón por la cual se observan estados que no cambian con el tiempo 
a pesar de que sí tienen lugar procesos a escala microscópica se debe a 
que, como los cambios al nivel microscópico tienen lugar a una velocidad 
muy alta, los estados macroscópicos llegan a su distribución de equili-
brio rápidamente, de forma que a escala macroscópica parece como si 
el estado del sistema no cambiara con el tiempo. En este caso, el estado 
macroscópico en realidad está compuesto por estados de equilibrio que 
se suceden rápidamente uno después de otro. Esto se conoce como la 
consideración de la aleatoriedad repetida, y es imprescindible para ex-
plicar la irreversibilidad.

En cuanto a los sistemas abiertos, el comportamiento estocástico de la 
variable que lo describe puede ser una consecuencia de la incidencia de 
una variable o fuerza externa de naturaleza estocástica. En esta situación, 
los cambios con respecto al valor promedio se denominan fluctuaciones 
externas, ya que su origen es independientemente de los procesos que 
tienen lugar a escala microscópica. A diferencia de las fluctuaciones 
internas, las externas no dependen del tamaño del sistema, sino de las 
características estocásticas de la variable externa.

Cuando se obtiene un modelo matemático en el cual se toman en consi-
deración las fluctuaciones internas, se denomina modelo mesoscópico. 
Cuando se toman en cuenta las fluctuaciones externas, se llama modelo 
estocástico.
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Se tiene un proceso estacionario estocástico  Y  que depende de  X  de 
forma lineal, donde la función de probabilidad asociada a  X  es normal 
o gaussiana. Demuestre que la función de probabilidad asociada a  Y  es 
también normal o gaussiana.

La relación existente entre las variables dependiente e independiente se 
expresa de la forma:

donde  a  es constante.

De acuerdo con la ecuación (2.1.1) y recordando que                          ,se 
obtiene:

 
para el segundo momento:

 
para los momentos  m>2  se obtiene:

Ejercicio resuelto 2.1

Solución
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Como  P(x)  es gaussiana, los momentos de orden mayores a dos se anu-
lan, y lo mismo sucederá entonces con los momentos asociados a  P(y) . 
De aquí se deduce que el proceso estocástico  Y  queda completamente 
descrito a partir de la media y la varianza, y por lo tanto, su función de 
probabilidad es gaussiana.

Se conoce que la función de probabilidad asociada a un proceso estocásti-
co estacionario es normal, con valor esperado igual a  10  y varianza de  9 . 

Determine la probabilidad de fallas de este proceso si se conoce que el valor 
de la variable de salida se debe encontrar entre  11  y  12.

Ejercicio propuesto 2.1

Respuesta: 99.8%
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2.2.1

2.2.2

2.2.3

La probabilidad condicional                                                                    repre-
senta la probabilidad de que Y  tome el valor de           en el tiempo futuro  
bbb cuando en el presente  (t_n)tiene el valor  Y_n y ha tomado los va-
lores  Y_(n-1)  en los tiempos pasados  t_(n-1),.... En cierto sentido, esta 
probabilidad relaciona el comportamiento futuro del proceso  (Y_(n+1))   
en función del comportamiento presente  (Y_n)  y del comportamiento 
pasado  (Y_(n-i),i>1).

Un proceso estocástico es markoviano cuando se cumple la siguiente 
relación:

El significado físico de la ecuación (2.2.1) es: El comportamiento futuro 
de un proceso depende de su comportamiento presente y no del compor-
tamiento pasado. Esto se conoce como la propiedad de Markov.

La propiedad de Markov es una aproximación, ya que implica una ruptura 
entre el futuro y el pasado, que no existe en realidad. Sin embargo, esta 
resulta esencial en el desarrollo de las técnicas de modelación estocástica. 
En esta situación la idea fundamental consiste en escoger las variables y 
parámetros del proceso de forma tal que la propiedad de Markov pueda 
suponerse.

El proceso markoviano cumple con las relaciones:

2.2 Procesos Markovianos
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La ecuación (2.2.3) se conoce como la ecuación de Chapman - Kolmo-
gorov. Considerando un intervalo desde  -∞  hasta  +∞,  la misma tiene 
como solución:

Si se cumple que para  t = 0  y = 0,  se define entonces un proceso de 
Markov no estacionario conocido como proceso de Weiner:

El proceso de Weiner es markoviano, gaussiano y no estacionario. En la 
Figura 2.2.1 se observa el comportamiento de la función de probabilidad 
de un proceso de Weiner para diferentes valores de tiempo. Este proceso 
es equivalente a una función de probabilidad normal con valor esperado 
igual a cero y varianza igual al intervalo de tiempo considerado.

2.2.4

2.2.5
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La ecuación (2.2.5) es la solución de una ecuación diferencial parcial de 
la forma:

Los procesos markovianos no estacionarios cuya probabilidad de tran-
sición depende solamente del valor de  Δt  se denominan procesos ho-
mogéneos.

Cuando se tiene un proceso estacionario, gaussiano y markoviano se 
puede demostrar que su función de probabilidad está dada por:

y se conoce como proceso de Ornstein-Uhlenbeck. La función de auto-
correlación de este proceso está dada por:

2.2.8

2.2.7

2.2.6
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Se tiene un proceso markoviano en el cual para  t=0   Y=2 . 

¿Cuál es la probabilidad de que  Y  tome el valor de 4  para  t = 1?

A partir de la ecuación (2.2.4) se obtiene:

¿Cuál es la probabilidad de que y = 0.1 para un proceso de Ornstein-Uhlenbeck?

Respuesta: 0.39

Ejercicio resuelto 2.1

Solución

Ejercicio propuesto 2.2



Modelación de las 
fluctuaciones internas

Capítulo 3
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3.1. Obtención de la ecuación maestra

La principal dificultad que existe al utilizar la ecuación de Chapman - 
Kolmogorov está dada por la determinación de las probabilidades de 
transición asociadas a los cambios en la variable que describe al proceso 
estocástico. Por esta razón se han desarrollado otros métodos alternati-
vos que permiten tomar en cuenta de forma explícita los fenómenos que 
tienen lugar en el sistema.

El método de modelación estocástica basado en la Ecuación Maestra es 
uno de estos métodos, y se utiliza para la descripción de las fluctuaciones 
internas y la obtención del modelo mesoscópico del mismo.

La Ecuación Maestra es obtenida a partir de la ecuación de Chapman - 
Kolmogorov, por lo que es válida para procesos markovianos.  Expresando 
la probabilidad de transición de la forma:

donde  τ’  es un intervalo de tiempo muy pequeño,  a0  es una constante y  
W(y2/y1)  es una función que representa la probabilidad de transición por 
unidad de tiempo. Sustituyendo la ecuación (3.1.1) en la ecuación de Cha-
pman - Kolmogorov y considerando  τ’→0  se obtiene la ecuación maestra:

Con base en que el modelo mesoscópico de un sistema describe el com-
portamiento determinista del mismo y de las fluctuaciones que tienen 
origen en el comportamiento de las partículas que lo conforman al nivel 
microscópico, conviene obtener la forma discreta de la ecuación (3.1.2), 
la cual se expresa de la forma:

3.1.1

3.1.2

3.1.3
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Al respecto el estado del sistema se describe desde el punto de vista mi-
croscópico a partir de la evolución del número de partículas totales que 
existen al nivel microscópico. La elección de estas partículas o entidades 
microscópicas depende del fenómeno bajo estudio y del nivel de des-
cripción deseado del mismo. Así, estas partículas pueden ser partículas 
elementales, átomos, moléculas, partículas sólidas de pequeño tamaño, 
burbujas, gotas de líquido, etc. A su vez, estas partículas pueden ser de 
diferentes tipos, de forma tal que  n  es un vector de  r  componentes y la 
ecuación maestra ser entonces multivariable.  P(n,t)  es la probabilidad 
de tener  n  partículas al tiempo  t , Wn,n´ y Wsssn´,n que representan las 
probabilidades de transición por unidad de tiempo, están relacionadas 
con los procesos que tienen lugar al nivel de las partículas elementales.

La idea fundamental aquí es la siguiente: Para un sistema dado formado 
por  nj   j = 1,2,   …..partículas microscópicas, se suponen que tienen lu-
gar un conjunto de  C  procesos a escala microscópica que provocan un 
cambio k j en el número de partículas, de forma que la ecuación maestra 
queda especificada de la forma:

La ecuación maestra (3.1.4) es un balance de probabilidad. El primer tér-
mino de la derecha representa el incremento en el número de partículas 
debido a la ocurrencia del proceso  c;  mientras que el segundo término 
es la disminución del número debido a la ocurrencia de este proceso.

Utilizando el operador paso que actúa sobre las funciones en variable 
discreta como:

3.1.4

3.1.5
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se deduce que:

y la Ecuación Maestra puede entonces escribirse en una forma más 
compacta:

La ecuación maestra involucra a dos escalas de tiempo diferentes. El 
primero es el tiempo observado macroscópicamente, y aparece de forma 
explícita en la derivada parcial del lado izquierdo. El segundo es el tiempo 
en que tienen los lugar los procesos a escala microscópica, y aparece de 
forma implícita en las probabilidades de transición por unidad de tiempo.

El mecanismo por el cual tienen lugar los procesos a escala microscópica 
debe ser supuesto a partir del conocimiento que se tenga del proceso 
bajo estudio. Una vez obtenida la ecuación maestra es posible obtener el 
comportamiento del promedio de todas las partículas, el cual se encuentra 
relacionado con la variable macroscópica que se observa. Si el compor-
tamiento predicho de esta variable macroscópica se corresponde con el 
observado, entonces no hay evidencias para plantear que el mecanismo 
microscópico propuesto no es válido. De lo contrario, hay que suponer 
otro mecanismo. De esta forma, el método de modelación mesoscópica 
constituye una de las formas de estudiar el sistema y establecer los fe-
nómenos que en él ocurren.

Sin embargo, una de las debilidades de emplear este método para estu-
diar fenómenos está en que diferentes mecanismos pueden dar lugar a 
ecuaciones macroscópicas equivalentes. No hay modo de solucionar esto 
directamente, ya que el mundo microscópico no puede ser observado de 
forma directa. Pero sí pueden incluirse otras variables observables del 
mismo y volver a plantear el mecanismo microscópico, de forma que se 
pueda precisar mejor el mecanismo involucrado.

3.1.6

3.1.7
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Ejercicio resuelto 3.1

Solución:

Se tiene un sistema en el cual se produce la interacción físico-química en-
tre tres sustancias diferentes y cuyo mecanismo supuesto es el siguiente:

Obtenga la ecuación maestra correspondiente.

Para describir el sistema desde el punto de vista microscópico vamos a 
considerar como entidades las moléculas de cada una de las sustancias 
presentes, de forma que se tienen tres tipos de partículas diferentes:  A, 
B y C. De modo que el estado del sistema se identifica a partir del número 
de cada una de estas partículas a través del vector:

Existen además 2 procesos a escala microscópica. En el primero  A+B→C, 
el vector que identifica el cambio en el número de partículas se define a 
partir de las partículas que interaccionan y las que se producen. En este 
caso, tiene lugar la disminución de una partícula de  A  y la disminución 
de una partícula de  B, dando como resultado una partícula  C. De forma 
que el vector de cambio en el número de entidades de este proceso está 
dado por:
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Para determinar la probabilidad de transición por unidad de tiempo se va 
a hacer uso de la ecuación:

donde  k  es una constante o función que involucra el inverso del tiempo a 
escala microscópica en el cual tiene lugar el proceso y  aj  es la cantidad 
inicial de partículas involucradas en el proceso.

Se obtiene que para el primer proceso:

Para el segundo proceso se tiene que dos partículas de  C  interaccionan 
para dar una partícula  B. Por lo tanto, el vector de cambio para el proceso 
2 es:

y la probabilidad de transición por unidad de tiempo queda definida de 
la forma:

donde  k2  es una constante o función que involucra al inverso del tiempo 
de duración de este proceso a escala microscópica. 



Capítulo 346

Una vez definidos los vectores de cambio y las probabilidades de transición 
por unidad de tiempo, se obtiene la ecuación maestra:

Se tiene un sistema formado por las partículas  X1, X2, X3 y X4. Se estable-
ce que en este sistema tiene lugar el siguiente mecanismo de interacción 
entre las partículas:

Obtenga la ecuación maestra de este sistema.

Ejercicio propuesto 3.1

Resultado:



MODELACIÓN DE LAS FLUCTUACIONES INTERNAS 47

A partir de la Ecuación Maestra es posible obtener la ecuación macros-
cópica del sistema, la cual se relaciona con la evolución temporal del 
comportamiento del promedio de todas las partículas.

Este promedio representa el primer momento de la función de distribución 
de probabilidad  P(n;t), de forma tal que:

Tomando en cuenta que el operador paso tiene la siguiente propiedad:

La ecuación (3.2.1) es desarrollada entonces de la siguiente manera:

Como se cumple que:

3.2. Obtención de la ecuación macroscópica

3.2.1

3.2.2

3.2.3

3.2.4
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Se obtiene entonces:

Desarrollando en series de Taylor alrededor del valor esperado  n  el tér-
mino de la derecha de la ecuación (3.2.5) se obtiene:

En la ecuación (3.2.6) el primer término del lado derecho expresa la influen-
cia del valor esperado, mientras que los restantes términos determinan la 
influencia de las fluctuaciones. Si solo se toma en cuenta el primer término, 
se obtiene entonces la ecuación para el comportamiento macroscópico 
del promedio sin tomar en cuenta la influencia de las fluctuaciones:

Si ahora se define la variable intensiva observada  Φ  en función del pro-
medio   n  , y se sustituye en la ecuación (3.2.7) la variable intensiva, se 
obtiene la ecuación determinista del sistema:

3.2.5

3.2.6

3.2.7

3.2.8
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La naturaleza aproximada de esta ecuación determinista es la consecuen-
cia de haber considerado despreciables los términos que involucran a 
las fluctuaciones. Si ahora se desea tomar en cuenta la influencia de las 
fluctuaciones para corregir la ecuación macroscópica, se debe entonces 
obtener el segundo momento de la función de probabilidad, de forma 
semejante a como se hizo para obtener el primer momento:

Ahora bien, tomando la ecuación (3.2.6), se observa que el segundo término 
de la derecha representa el valor esperado de las fluctuaciones, el cual 
es igual a cero, por lo que el mismo puede ser despreciado. En cambio, 
el tercer término, que involucra al segundo momento, se relaciona con la 
magnitud de las fluctuaciones (este término representa la varianza), de 
forma tal que la ecuación macroscópica corregida para tomar en cuenta 
las fluctuaciones queda:

3.2.9

3.2.10
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La ecuación (3.2.10) constituye el modelo mesoscópico del sistema, el 
cual está formado por un sistema de dos ecuaciones diferenciales tem-
porales, una para el primer momento y la otra para el segundo momento.

El criterio que se emplea para considerar que las fluctuaciones internas 
son despreciables es:

3.2.11
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Se tiene un proceso en el cual se produce la ruptura de una partícula en 
dos partículas más pequeñas. Como variable intensiva se considera la 
cantidad de partículas p por unidad de volumen del sistema. Se conoce 
que la concentración inicial es de 40 000 p/L, y de que el tiempo en que 
demora en alcanzarse una concentración promedio igual a la mitad del 
valor inicial es de 10 minutos. 

Determine la probabilidad de que la concentración sea menor que un 30% 
de la concentración inicial de partículas para un tiempo igual a 12 minutos 
considerando un volumen de 1 L y 0.001 L, respectivamente.

El proceso que tiene lugar a escala microscópica se describe de la forma:

donde  X  es la partícula cuyo comportamiento se desea modelar y  γ  
representa a una de las partículas más pequeñas en las cuales se des-
compone  X. Como solo interesa el comportamiento de un tipo de partí-
cula, la ecuación maestra es unidimensional. El vector de cambio queda 
definido como:

y la probabilidad de transición por unidad de tiempo se describe como:

donde  g  es un parámetro del sistema que se relaciona con la constante 
de velocidad de desintegración de X.

Ejercicio resuelto 3.2

Solución:
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La ecuación maestra queda entonces:

para obtener el comportamiento macroscópico se multiplica por  X  y se 
suma para todas las  X, obteniéndose:

Considerando que la concentración se relaciona con el promedio de las 
partículas de acuerdo a la relación:

se obtiene la ecuación determinista del sistema:

considerando  C0  el número inicial de partículas presente en el sistema, 
la solución de esta ecuación diferencial es:
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Para obtener el modelo mesoscópico se necesita determinar el segundo 
momento. Para ello se plantea:

El modelo macroscópico, tomando en cuenta la corrección por las fluc-
tuaciones:

Como , las fluctuaciones no influyen en el comportamiento 
promedio, es decir, las mismas no generan cambios en el valor determi-
nista. Sin embargo, esto no significa todavía que las fluctuaciones se 
puedan despreciar. Las ecuaciones para el primero y segundo momentos 
quedan entonces de la forma:
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Sustituyendo ahora por la variable intensiva concentración se obtiene:

Para resolver este sistema de ecuaciones se considera que la varianza 
es igual a cero en el instante inicial, obteniéndose:

Se conoce que la concentración inicial de partículas es de 40 000 p/L 
y que las observaciones indican que el tiempo en que se alcanza como 
promedio la mitad de la concentración es de 10 minutos. Por lo tanto, se 
tiene para el valor esperado:

de donde se determina el valor de la constante  g:

La ecuación para el valor esperado queda entonces:
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La ecuación para la varianza depende del volumen, y se obtiene:

En la Figura 3.2.1 se muestra el comportamiento temporal del valor espe-
rado, mientras que en la Figura 3.2.2 el de de la varianza para el volumen 
de 1 L, en tanto que en la Figura 3.2.3 se expone el comportamiento de la 
varianza para un volumen
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Ahora se va a determinar la probabilidad de que al cabo de 12 minutos la 
concentración sea menor que un 30% de su valor inicial, si se considera 
que la función de probabilidad es normal. Para este valor de tiempo, el 
valor esperado y la varianza son:

El 30% de la concentración inicial es:
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Para un volumen de 1 L la probabilidad de que la concentración de partí-
culas sea menor que un 30% del valor inicial es:

mientras que para el volumen de 0.001 L:

Nótese como para un volumen de un litro, la probabilidad de que la con-
centración sea menor que 12 000, lo cual implica una diferencia de 5411 o 
más por debajo del valor esperado, es prácticamente igual a cero, mientras 
que para un volumen 1000 veces menor existe una probabilidad de un 4% 
de que esto se cumpla. Esto se debe a que a medida que disminuye el 
tamaño del sistema las fluctuaciones internas se incrementan y por lo 
tanto hay un aumento en la posibilidad de desviarse de forma significativa 
del valor esperado.
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Se tiene un sistema en el cual se supone que tienen lugar los siguientes 
procesos a escala microscópica:

donde  N  es el número total de partículas que entran en el sistema de 
volumen  V, el cual se considera una variable determinista y constante;  x  
representa la cantidad de partículas presentes en este volumen,  τ  es el 
tiempo de residencia de la partícula en el sistema y  γ  significa el exterior 
del sistema. La variable macroscópica intensiva es la concentración de 
partículas. 

Obtenga el modelo mesoscópico que describe el comportamiento de la con-
centración de partículas en el interior del sistema.

Ejercicio propuesto 3.2

Resultado:
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La solución de la ecuación maestra significa encontrar la función de pro-
babilidad o el comportamiento de los momentos de la misma. En realidad, 
el método de solución que se expone en el ejercicio resuelto 3.2, consis-
tente en multiplicar por  nv  y sumar para todas las  n  para determinar 
el comportamiento del momento  v  solo es válido cuando las probabi-
lidades de transición son lineales, con respecto a  n. Se ha demostrado 
que cuando las probabilidades de transición por unidad de tiempo son 
lineales la probabilidad es normal o gaussiana, por lo que la misma queda 
completamente determinada a partir del primero y segundo momento.

Sin embargo, este método no puede aplicarse cuando las probabilida-
des de transición por unidad de tiempo no son lineales. En este sentido, 
existen diferentes métodos que pueden ser aplicados, pero todos ellos 
solo permiten obtener una solución aproximada, dada la imposibilidad de 
encontrar una solución analítica de forma explícita.

El método de desarrollo de la Ecuación Maestra con aproximación lineal 
al ruido, desarrollado por van Kampen, permite obtener la solución exacta 
de la probabilidad cuando el proceso se encuentra en estado estacionario 
(ya que en estado estacionario las fluctuaciones tienen una distribución 
de probabilidad normal) y/o cuando las probabilidades de transición son 
lineales (ya que se ha demostrado matemáticamente que la solución es 
una probabilidad normal). En caso de que el proceso sea no estaciona-
rio y que las probabilidades de transición por unidad de tiempo sean no 
lineales,  la solución que se obtiene es aproximada.

Este método se basa en considerar que la magnitud de las fluctuacio-
nes internas depende de un parámetro  Ω  relacionado con el tamaño 
del sistema observado, de forma tal que las fluctuaciones internas son 
despreciables cuando el tamaño del sistema es considerablemente ma-

3.2. Solución de la ecuación maestra
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yor que el de las partículas microscópicas que lo componen. Se basa 
en efectuar un desarrollo en series de potencias de  Ω  y en determinar 
las diferentes ecuaciones que se obtienen cuando se saca como factor 
común  Ωⁿ. Debido a que solo se toman las ecuaciones que describen el 
comportamiento del primero y segundo momento, el método se denomina 
aproximación lineal al ruido.

La aplicación del método de desarrollo de forma exacta resulta ser com-
plicado desde el punto de vista matemático. Por esta razón se ha desa-
rrollado la siguiente metodología, que no es más que el mecanismo, para 
determinar la solución de la Ecuación Maestra de una forma más fácil.

1. Dada una Ecuación Maestra de la forma:

donde, para simplificar, se ha tomado en cuenta un solo proceso micros-
cópico. En la ecuación (3.3.1)  N  es el vector que representa a cada una 
de las  r  tipos de partículas microscópicas presentes en el sistema:

El vector de cambio se determina como:

3.3.1

3.3.2

3.3.3
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2. El valor esperado  NNN  se determina como:

3. El segundo momento, relacionado con la varianza es:

4. Se determina la matriz   A,  la cual está definida por:

3.3.4

3.3.5

3.3.6
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5. Se determina la matriz  B  de la forma:

6. La ecuación para la varianza o segundo momento de las fluctuaciones 
queda determinado como:

3.3.7

3.3.8
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7. Para precisar el modelo mesoscópico del sistema, se establece la re-
lación entre el número de entidades  N  y el vector  x  correspondiente a 
las variables macroscópicas intensivas. Así se obtiene para que el valor 
esperado es:

mientras que la varianza:

donde  Ω  es un parámetro que representa el tamaño del sistema.

Sustituyendo adecuadamente las ecuaciones (3.3.9) y (3.3.10) en las 
ecuaciones (3.3.4) y (3.3.8) se obtiene el modelo mesoscópico del sistema:

La solución estacionaria es alcanzada haciendo igual a cero la derivada 
con respecto al tiempo en el lado derecho de las ecuaciones (3.3.11) y 
(3.3.12).

3.3.9

3.3.10

3.3.11

3.3.12
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Se tiene un sistema en el que supone ocurren los siguientes procesos a 
escala microscópica:

donde  N  es una constante que representa la cantidad de partículas de la 
especie  1  que entran y  γ  representa el exterior del sistema. Considere 
como variables macroscópicas intensivas:

donde  ρ  representa la densidad de la partícula,  v  el volumen de la 
partícula,  C  son las concentraciones definidas como masa por unidad 
de volumen y  V  es el volumen del sistema. Obtenga el modelo mesos-
cópico correspondiente al comportamiento de estado estacionario de 
este sistema.

Como en el sistema existen dos partículas diferentes, el vector que define 
las variables microscópicas que caracterizan al sistema es:

Ejercicio resuelto 3.3

Solución:
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El primer paso consiste en la obtención de la ecuación maestra. El primer 
proceso está relacionado con la entrada de las partículas del tipo 1 en el 
sistema, de forma que:

donde el vector de cambio en el número de entidades asociado a este 
proceso está definido por:

El segundo proceso corresponde a la interacción de 4 partículas del tipo 
1 para dar lugar a 1 partícula del tipo 2. De este modo:

La aproximación se establece porque cuando el número de partículas es 
muy elevado, es posible considerar solamente el término correspondiente 
al mayor exponente.

El vector de cambio correspondiente a este proceso es:

El proceso 3 se relaciona con la salida de las partículas del tipo 1 del 
sistema. Se toma en cuenta que la probabilidad de transición de que este 
proceso tenga lugar es proporcional al inverso del tiempo de residencia  
τ  de las partículas, de forma que:

El vector de cambio de este proceso está definido como:
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El proceso 4 se encuentra relacionado con la salida de las partículas de 
tipo 2 y está definido como:

La ecuación maestra queda entonces escrita de la forma:

Para obtener la ecuación correspondiente al valor esperado del número 
de partículas se tiene:

sustituyendo en esta ecuación por la relación entre el valor esperado del 
número de partículas y el valor esperado o determinista de las variables 
intensivas:
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donde las constantes de velocidad observadas asociadas con el proceso 
de conversión de las partículas de tipo 1 a partículas de tipo 2 se relacio-
nan con la constante microscópica  g'  de acuerdo con:

La matriz correspondiente a la varianza está dada por:

la matriz A se define:

y su transpuesta:
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La matriz B se define:

Por tanto, la ecuación para las varianzas y covarianzas toma la forma:
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Ahora se sustituye la ecuación para la varianza en función de las variables 
intensivas y de las constantes de velocidad macroscópicas asociadas 
con el proceso mediante el cual 4 partículas del tipo 1 dan origen a 1 
partícula del tipo 2.

En el estado estacionario las derivadas temporales se hacen igual a cero, 
de forma que el modelo de estado estacionario está definido por:

El término de la derecha de las ecuaciones correspondientes a la varianza 
es proporcional a la relación entre el volumen de las partículas y el volu-
men del sistema, por lo que las fluctuaciones serán apreciables cuando 
esta relación tenga un valor apreciable.
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Obtenga el comportamiento mesoscópico en estado estacionario para un siste-
ma de volumen V = 10 en el cual los procesos microscópicos que ocurren son:

Respuesta: Función de probabilidad normal con valor esperado x/V = 8 y 
varianza de 0.8

Ejercicio propuesto 3.3



Ecuación de Fokker-Planck

Capítulo 4





ECUACIÓN DE FOKKER-PLANK 73

4.1. Obtención de la Ecuación de Fokker-Plank

La ecuación de Fokker-Plank, al igual que la Ecuación Maestra, es obtenida 
a partir de la ecuación de Chapman-Kolmogorov, pero tomando en cuenta 
que las variables que describen al sistema bajo estudio son continuas en 
lugar de discretas, por lo que se puede estimar como una aproximación de 
la Ecuación Maestra cuando el número de partículas se puede considerar 
como una variable continua.

La ecuación de Fokker-Plank para sistemas que se describen en función 
de una sola variable tiene la forma:

mientras que para el caso multivariable esta ecuación es:

La ecuación de Fokker-Plank tiene algunas ventajas en comparación con 
la ecuación maestra. En primer lugar, es una ecuación diferencial parcial 
que es más fácil de resolver desde el punto de vista matemático que una 
ecuación diferencial en diferencias

4.1.1

4.1.2
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En segundo lugar, no se requiere conocer o establecer el comportamien-
to de las probabilidades de transición por unidad de tiempo, sino de las 
funciones A(y) y B(y), las que pueden ser obtenidas experimentalmente. 
En este sentido,  A(y)  se encuentra relacionada con el comportamiento 
promedio de la variable:

mientras que  B(y)  se corresponde con el comportamiento observado 
de las fluctuaciones:

Cuando se analiza el caso de las fluctuaciones internas,  y  representa al 
número total de partículas presentes en el sistema, y su comportamiento 
puede ser estimado a partir del modelo determinista del sistema. En este 
caso, supóngase que  A(y)  puede ser expresada como:

entonces  B(y)  puede ser estimado mediante la ecuación:

donde  |Aί (y)|  significa el valor absoluto de  Aί (y). 

4.1.3

4.1.4

4.1.5

4.1.6
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La solución de la ecuación de Fokker-Plank para el estado estacionario es:

donde  C  es una constante de normalización, la cual se determina consi-
derando que la función de probabilidad acumulativa para todos los valores 
posibles de la variable es igual a la unidad.

Se puede demostrar, además, que el comportamiento del valor esperado 
y la varianza de la probabilidad  P  se determinan como:

En el caso de la solución de estado estacionario, se tiene que:

donde  κ(t)  es la función de autocorrelación y  t0  es el tiempo de auto-
correlación temporal.

4.1.7

4.1.8

4.1.9

4.1.10
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Ejercicio resuelto 4.1

Solución:

Se tiene un reactor de mezcla completa donde se produce una reacción 
autocatalítica de segundo orden y cuya ecuación determinista, obtenida 
a partir de un balance de materia, está dada por:

donde  C�  es la concentración de entrada,  F  el flujo de entrada,   V   el 
volumen del reactor (constante),  k    la constante de velocidad de reacción 
y  C    la concentración de salida.  C�  y    F   se toman como constantes.

Considere la siguiente relación entre las variables intensivas macroscó-
picas y el número de partículas (variable microscópica):

Determine el modelo mesoscópico de estado estacionario y la función de 
probabilidad correspondiente a partir de la ecuación de Fokker-Plank.

A partir de la ecuación determinista del sistema y tomando en cuenta 
la relación entre las variables intensivas y las extensivas se determina:
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El coeficiente  A  de la ecuación de Fokker-Plank está dado por:

mientras que el coeficiente  B  es:

De aquí que la ecuación de Fokker-Plank correspondiente es:

El comportamiento de la probabilidad en estado estacionario de este 
proceso es:
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El valor esperado de  X  en estado estacionario se determina como:

En este caso se tienen dos soluciones:

Para encontrar la ecuación de la varianza se determina:

Por otra parte:

Evaluando para el estado estacionario se obtiene:
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Por lo tanto, la ecuación para la varianza de las fluctuaciones internas en 
estado estacionario queda de la forma:

En este caso, para la solución 1 se obtiene una varianza negativa. Esto es 
imposible desde el punto de vista físico, de donde se deduce que aunque 
matemáticamente son posibles varias soluciones, realmente solo es válida 
la solución correspondiente a  X�.

Sustituyendo ahora por la variable determinista se obtiene para el valor 
esperado de estado estacionario:

mientras que para la varianza se obtiene:

El tiempo de autocorrelación temporal está dado por:
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Se tiene un proceso cuyo comportamiento determinista está dado por la 
ecuación diferencial:

Escriba la ecuación de Fokker - Planck correspondiente.

Respuesta: 

Ejercicio propuesto 4.1

V :tamaño del sistema



ECUACIÓN DE FOKKER-PLANK 81

La ecuación de Fokker-Plank puede ser utilizada para encontrar la solución 
de la ecuación maestra. Este método es válido cuando el cambio que se 
produce en el número de partículas en el sistema como resultado de la 
ocurrencia de un proceso a escala microscópica es despreciable en rela-
ción con el número total de partículas presentes en el sistema.

En este caso para la ecuación maestra:

la ecuación de Fokker-Plank correspondiente está dada por:

4.2. Relación entre la Ecuación Maestra y la Ecuación de 
Fokker-Plank

4.2.1

4.2.2
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Se tiene un proceso en el cual a escala microscópica tienen lugar los 
siguientes procesos:

donde  N�  es constante y  γ  representa el exterior del sistema. Establezca 
la siguiente relación entre la variable macroscópica intensiva y la extensiva:

donde  A  representa el tamaño del sistema.

Obtenga el modelo mesoscópico de estado estacionario a partir de la ecuación 
de Fokker-Plank.

Para el proceso 1, donde se produce un incremento en 1 de la cantidad 
de partículas, se obtiene:

para el proceso 2, en el cual se produce la salida de dos partículas del 
sistema, se obtiene:

donde  a  es una constante.

Ejercicio resuelto 4.2

Solución:
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A partir de las probabilidades de transición por unidad de tiempo y del 
cambio en el número de entidades se obtiene:

La ecuación de Fokker-Plank correspondiente es:

Para el estado estacionario se obtiene que el valor esperado del número 
de partículas es:

para determinar la varianza de estado estacionario:
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Sustituyendo por la variable intensiva:

donde  w  es la constante de velocidad macroscópica asociada a la ocu-
rrencia del proceso 2.

Para la varianza se obtiene:

 
El tiempo de autocorrelación temporal se determina como: 
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Determine el modelo mesoscópico de estado estacionario a partir de la ecua-
ción de Fokker-Plank para un sistema donde se suponen que tienen lugar los 
siguientes procesos a escala microscópica:

 
donde:

Respuesta: Función de probabilidad normal donde el valor esperado es k/g y 
la varianza (k/g)/2V, donde k y g son las constantes de velocidad asociadas 
a los procesos microscópicos 1 y 2, respectivamente.

Ejercicio propuesto 4.2





Fluctuaciones externas, confiabilidad 
y probabilidad de fallas en 

procesos tecnológicos

Capítulo 5
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5.1. Ecuaciones diferenciales estocásticas y método de 
Montecarlo

5.2. Modelación estocástica aplicando métodos analíticos.

El método de modelación estocástica basado en la ecuación maestra 
predice el comportamiento de las fluctuaciones internas, las cuales 
son causadas por el comportamiento de las partículas microscópicas 
que describen al sistema bajo estudio. Esto permite obtener el modelo 
mesoscópico, el cual predice el comportamiento del valor esperado de la 
variable macroscópica y de las fluctuaciones internas que se producen 
alrededor de este valor.

En ocasiones, sin embargo, se presentan fluctuaciones en las variables de 
entrada al sistema bajo estudio. Estas fluctuaciones externas no pueden 
ser modeladas mediante la ecuación maestra, sino que se requieren otros 
métodos para ello. La idea fundamental es obtener una ecuación que es 
función de estas fluctuaciones externas y resolverla, obteniéndose enton-
ces el modelo estocástico del sistema. En este sentido, los métodos ana-
líticos han sido desarrollados a partir de considerar que las fluctuaciones 
externas tienen una función de probabilidad normal, con valor esperado 
igual a cero y varianza conocida, y que estas fluctuaciones cumplen con 
la propiedad de Markov. A partir de estas consideraciones se obtiene una 
ecuación diferencial estocástica cuya solución es el modelo estocástico. 
En caso de que estas condiciones no se cumplan es necesario aplicar 
métodos numéricos de simulación para modelar el comportamiento del 
sistema, como el método de Montecarlo.

Para determinar el modelo estocástico analítico del sistema se aplica la 
siguiente metodología:
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1. Obtener el modelo determinista del sistema e identificar la variable 
estocástica de entrada:

donde  y  es la variable que describe el comportamiento del sistema,  x*  
es la variable estocástica de entrada y  t  es el tiempo.

2. Sustituir en la ecuación determinista la variable estocástica por la suma 
de su valor esperado más un término  ξ   que representa las fluctuaciones 
asociadas a esta variable:

donde  Γ  es un término que representa la magnitud de las fluctuaciones, 
de forma que:

3. La ecuación (5.2.3) debe ser expresada de la forma:

5.2.1

5.2.2

5.2.3

5.2.4
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5.2.5

5.2.6

5.2.7

4. Se puede demostrar que debido a que las fluctuaciones son gaussianas 
y cumplen con la propiedad de Markov, se obtiene 

donde W es una variable estocástica cuya función de distribución de pro-
babilidad es un proceso de Weiner, de forma que la ecuación diferencial 
estocástica que describe al sistema bajo estudio está dada por:

5. La ecuación de Fokker-Plank correspondiente a la ecuación (5.2.6) es:

6. La solución de la ecuación (5.2.7) constituye el modelo estocástico 
analítico del sistema bajo estudio.
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Se tiene un sistema cuya ecuación determinista está dada por:

donde  C  es la variable que describe el comportamiento del sistema,  f  y   
C�  son variables de entrada y   k  es un parámetro del sistema. Determine 
el modelo estocástico de este sistema, para operación en estado estacio-
nario, si se conoce que  f  es una variable estocástica con una función de 
distribución normal y donde el tiempo de autocorrelación temporal puede 
considerarse despreciable en relación con el intervalo de tiempo en que 
se realizan las observaciones. * 

 * Debido a que  Δt>>t�  se puede considerar que las fluctuaciones 
cumplen con la propiedad de Markov.

La variable estocástica de entrada se expresa de la forma:

de donde la ecuación diferencial estocástica queda entonces como:

Ejercicio resuelto 5.2

Solución:

5.2.8
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La ecuación de Fokker-Plank correspondiente es:

Para el valor esperado se obtiene:

Para el estado estacionario se obtiene:

Nótese que, en este sistema el valor esperado de la variable que lo des-
cribe es influenciado por las fluctuaciones externas, por lo que el modelo 
determinista describe de modo adecuado al sistema solo cuando:
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Para obtener la varianza se determina:

El tiempo de autocorrelación temporal está dado por:

Escriba la ecuación diferencial estocástica del proceso correspondiente al 
Ejercicio resuelto 5.2 considerando que la variable estocástica es Co.

Respuesta:

Ejercicio propuesto 5.2
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El método de Montecarlo es un procedimiento que se emplea para obtener 
el modelo estocástico de estado estacionario del sistema mediante la 
simulación de una realización del mismo.

Esta realización se lleva a cabo de la siguiente manera:

1. Obtener la ecuación determinista del sistema bajo estudio.

2. Identificar la variable estocástica de entrada al sistema y determinar 
su función de probabilidad correspondiente.

3. Obtener un valor aleatorio de la variable de entrada tomando en 
cuenta su función de probabilidad inversa.

4. Sustituir la variable aleatoria de entrada obtenida en 3) en el modelo 
determinista y calcular la variable de salida.

5. Repetir 3 y 4 hasta obtener una realización completa del proceso 
(comportamiento estocástico simulado de la variable de salida).

6. Tomar los datos obtenidos en 5) y ajustarle la función de probabi-
lidad correspondiente mediante métodos estadísticos, o calcular los 
momentos de esta distribución.
Nótese que este método requiere de conocer los datos relativos al 
comportamiento de la variables y los parámetros del sistema, ya que 
es un método numérico.

5.3. Método de Montecarlo



Capítulo 596

Se tiene un sistema cuya ecuación determinista de estado estacionario es:

se conoce que  X  es una variable estocástica con una función de proba-
bilidad normal con valor esperado igual a  2  y una desviación estándar 
de  0.5. Determine el comportamiento de la media y la varianza de la 
variable de salida.

Se tomará un intervalo de tiempo igual a  0.1  para simular la realización 
del proceso.

Se generan un conjunto de valores aleatorios para la variable  X, toman-
do en cuenta la inversa de la función de probabilidad normal con valor 
esperado igual a  2  y desviación estándar de  0.5. Este comportamiento 
se muestra en la Figura 5.3.1.

Se evalúan los valores de  Y  correspondientes a cada uno de los valores 
aleatorios de X, obteniéndose la realización del proceso que se muestra 
en la Figura 5.3.2.

Ejercicio resuelto 5.3

Solución:
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Al conjunto de valores de Y obtenidos mediante simulación se le determi-
nan los diferentes momentos de su distribución de probabilidad. En este 
caso para el valor esperado:

para la varianza:
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para el tercer momento con respecto a la media:

para el cuarto momento:

Debido a que los momentos de orden mayor que 2 no pueden ser despre-
ciados, la función de probabilidad correspondiente no es normal.

Se tiene un sistema cuya ecuación determinista está dada por:

obtenga la media y la varianza de la variable  z  si se conoce que tiene una 
función de distribución normal con valor esperado de 30 y desviación 
estándar de 5. 

Respuesta: El valor medio es de 1.26 con una desviación estándar de 
0.18

Ejercicio propuesto 5.3
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La gran mayoría de los procesos tecnológicos son concebidos y diseñados 
contemplando obtener un producto que debe cumplir con un conjunto 
de especificaciones, lo que se asegura a través del control apropiado de 
un conjunto de variables durante el proceso de fabricación. Visto desde 
este enfoque, teóricamente el proceso debe operar de tal forma que se 
garantice que el producto mantenga siempre la calidad especificada. Sin 
embargo, en la  práctica pueden ocurrir eventos que causen que las va-
riables de proceso se desvíen de los valores establecidos, trayendo como 
resultado una afectación de la calidad del producto. Estos eventos ocurren 
de forma aleatoria y tienen su origen fundamental en la interacción del 
sistema con su entorno.

La confiabilidad de un proceso se define como la probabilidad de que el 
producto cumpla con las especificaciones establecidas. Para un proceso 
en estado estacionario, donde la calidad del producto se evalúa a través 
del comportamiento temporal de una o varias propiedades químico físicas 
de este que se monitorean en el tiempo, esta confiabilidad Q se identifica 
con la fracción del tiempo total de operación durante la cual la variable 
que cuantifica la calidad se encuentra dentro de los valores especificados 
en el diseño. 

La probabilidad de fallas F, por otra parte, se identifica con la probabili-
dad de que el producto no cumpla con las especificaciones establecidas, 
cumpliéndose en este caso que:

Los procedimientos de diseño de muchos equipos toman en cuenta la posi-
bilidad de fallas mediante la inclusión de factores de seguridad, los cuales 
se establecen la mayoría de las veces con base en criterios empíricos. 

5.4. Confiabilidad y probabilidad de fallas en procesos tec-
nológicos
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Por ejemplo, cuando se diseña un intercambiador de calor, se introduce el 
término factor de obstrucción, a partir del cual el área del intercambiador 
se calcula en un % superior a la estrictamente requerida para garantizar 
las temperaturas de entrada y salida especificadas, de tal forma que se 
mantengan estas condiciones aun cuando haya una disminución apre-
ciable de la capacidad de transferencia debido a la formación de incrus-
taciones en los tubos.

 Los métodos estocásticos basados en las fluctuaciones externas consti-
tuyen una vía interesante para establecer los parámetros de diseño de un 
proceso tomando en cuenta explícitamente la confiabilidad sin necesidad 
de recurrir a criterios empíricos.

Para esto se puede aplicar la siguiente metodología general:

1.	 Identificar la variable que cuantifica la calidad del producto y 
obtener el modelo determinista en estado no estacionario del 
comportamiento de esta variable con respecto a otras variables y 
parámetros del proceso.

2.	 Identificar las variables y parámetros del proceso que muestran 
un comportamiento aleatorio en el tiempo y determinar el valor 
esperado y la varianza de estos.

3.	 A partir de la ecuación determinista y los promedios y varianzas 
especificados escribir la ecuación diferencial estocástica que des-
cribe el comportamiento estocástico de la variable que cuantifica 
la calidad.

4.	 Resolver la ecuación diferencial estocástica para obtener la función 
de distribución de probabilidad que describe el comportamiento 
de la variable de interés.

5.	 Calcular los parámetros de diseño que garantizan que la variable 
se encuentre dentro del intervalo de valores establecidos, con una 
probabilidad especificada.
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Se tiene un proceso donde el comportamiento temporal de la variable que 
caracteriza la calidad del producto está dado por:

Se concibe para operar en estado estacionario, donde la eficiencia del 
proceso se define como:

y la confiabilidad con base en la probabilidad de que el valor de y se en-
cuentre en el intervalo

Se conoce que y0 es estocástica con un valor esperado O y una varianza 
V, con un tiempo de autocorrelación temporal que puede considerarse 
despreciable. Se consideran como parámetros de diseño k y f.

Proponga una metodología de diseño concebida para que el proceso opere 
con una eficiencia E y una confiabilidad Q.

El primer paso para la solución de este problema consiste en obtener la 
ecuación diferencial estocástica que describe el comportamiento de y: 

de tal forma que sustituyendo en la ecuación diferencial temporal:

Ejercicio resuelto 5.4

Solución:
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esta ecuación se reescribe como:

como el tiempo de autocorrelación temporal para q0 se considera des-
preciable se puede suponer un proceso Markoviano, de tal forma que:

La ecuación de Fokker Planck correspondiente a esta ecuación diferencial 
estocástica está dada por:

Se trata de una ecuación de Fokker Planck lineal, con una solución analí-
tica exacta que se corresponde con una función de distribución normal. 
En este caso se tiene para el valor esperado Y y la varianza de y:

En estado estacionario se obtiene:
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Conviene, por simplificación, enunciar las expresiones de valor esperado 
y varianza en función del valor esperado de la eficiencia, de tal forma que:

donde:

La probabilidad asociada a y está dada por:

La constante de integración C toma en cuenta los posibles valores que 
puede tomar la variable y. En este caso, atendiendo el valor de la varianza 
de y0 se tendrá que los valores extremos de esta variable son:

de tal forma que considerando la ecuación determinista se tendrá que 
los valores posibles para la variable y se encuentran dentro del intervalo:
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A partir de estos criterios se tiene que la constante de integración C está 
dada por:

y la función de probabilidad se escribe:

Por tanto, la confiabilidad Q asociada a que y se encuentre entre los va-
lores y� y y� está dada por:

donde  erfc(x)  representa la función error complementaria. 

Se propone el siguiente procedimiento de diseño:

•	 Especificar el valor esperado O y la varianza V de y0.
•	 Especificar el valor esperado de eficiencia E
•	 Especificar el intervalo de valores permitido para y (y�,y�) y la 

confiabilidad Q con la cual se quiere operar. A partir de estas es-
pecificaciones se determina mediante métodos numéricos el valor 
del parámetro de diseño f a partir de la ecuación:
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Con el valor de f calculado se determina el valor del parámetro de diseño 
k a partir de la relación:

El comportamiento temporal de la concentración de DBO a la salida de 
un tanque de compensación está dado por:

donde q es el flujo de entrada y salida del sistema, V es el volumen del 
tanque de compensación y x0 es la concentración de DBO a la entrada, la 
cual tiene un valor esperado x0 con varianza K. 

Determine el volumen del tanque de compensación requerido para garantizar 
que las fluctuaciones en la DBO a la salida del tanque disminuyan en un 60%.

Resultado: El volumen del tanque se determina como V = 5q/6

Ejercicio propuesto 5.4





Dimensión fractal y su empleo para 
el estudio de superficies sólidas

Capítulo 6
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6.1. Concepto de dimensión

La palabra dimensión se define, de forma general, como un aspecto o 
faceta de algo, teniendo diversos usos de acuerdo al contexto en el cual 
se trata. Por ejemplo, puede tratarse de una característica de un deter-
minado asunto, como cuando se plantea «la dimensión económica de las 
medidas tomadas por el gobierno indica una medida de la crisis a la que 
se enfrenta» o «el estudiante no entiende la dimensión de sus problemas 
disciplinarios».

Desde el punto de vista científico, la dimensión se relaciona con el tamaño 
de algún objeto, es decir, con el espacio total que este objeto ocupa y el 
número de coordenadas espaciales que son necesarias para definir este 
tamaño. Así, un punto es un objeto que tiene dimensión cero; un conjunto 
de puntos forma una línea, la cual tiene dimensión espacial 1, donde el 
tamaño de un objeto contenido dentro de esta línea se caracteriza a través 
de la longitud; un conjunto de líneas forma un espacio de dos dimensiones 
(plano), y el tamaño de un objeto alojado en éste se relaciona con el área 
ocupada por este objeto; un conjunto de planos forma un espacio de tres 
dimensiones, y el tamaño de un objeto dentro de este se identifica con 
el volumen. En la geometría euclidiana, que es la que habitualmente se 
emplea para la medición y diseño de objetos, la dimensión de un espacio 
dado se relaciona con el número de coordenadas que se necesitan para 
localizar un objeto en dicho espacio. Debido a nuestra precepción del 
mundo, el número máximo de dimensiones que pueden ser visualizadas 
es igual a tres, aunque en determinados contextos de la física y la mate-
mática se puede eventualmente trabajar con espacios con más de tres 
dimensiones. En la Figura 1 se muestra un teseracto o hipercubo, que 
corresponde a una representación en un espacio de cuatro dimensiones.
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El cálculo del tamaño de un objeto depende del número de dimensiones 
del espacio en el cual este se encuentra situado, así como de la morfo-
logía particular que presenta este objeto. El punto tiene un tamaño igual 
a cero. La medición del tamaño de una línea, la cual se encuentra en un 
espacio unidimensional, se establece a partir de un determinado patrón de 
longitud l�. Así, el tamaño de la línea se define con base en la cantidad de 
segmentos, de longitud l� que se necesitan para cubrirla completamente 
a esta, según se ilustra en la Figura 2. Evidentemente, el valor numérico de 
la longitud de una línea depende del patrón de longitud seleccionado, así 
como de las unidades de medida que se emplean para esto (centímetros, 
metros, pies, pulgadas, etc.)

Figura 1. Visualización de un objeto cúbico en cuatro dimensiones
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La determinación del tamaño de un objeto instalado en un espacio de dos 
dimensiones depende de la forma de éste. La figura más simple que se 
puede representar en un espacio en dos dimensiones es un rectángulo, 
cuya área (tamaño) se determina como el producto de la longitud por el 
ancho (Figura 3).

Figura 2. Medición de la longitud de una línea

Figura 3. Determinación del tamaño de un objeto en dos dimensiones
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El rectángulo es una figura muy simple, ya que sus lados son paralelos a 
los ejes de coordenadas del espacio en dos dimensiones. La deducción 
del valor del área de una figura con bordes curvos ya resulta más compli-
cada, como es el caso del área de un círculo, la cual se determina como:

donde R es el radio del círculo. Se pueden tener figuras más complicadas, 
como la que se muestra en la Figura 4, en la cual el área se determina 
contando el número de cuadrados que se encuentran inmersos en esta.

Para el cálculo del volumen (tamaño) de un objeto de tres dimensiones 
se sigue un procedimiento semejante, pero involucrando una coordenada 
adicional (Figura 5).

Figura 4. Determinación del área de una figura regular mediante conteo de 
los cuadrados contenidos en esta
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Figura 5. Cálculo del volumen de diferentes objetos regulares
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Los ejemplos mostrados anteriormente, aunque pueden presentar de-
terminadas complicaciones matemáticas debido a la forma de la figura, 
corresponden todos a objetos regulares, los cuales pueden ser descritos de 
forma apropiada a través de la geometría euclidiana. Si bien este método 
resulta adecuado para el estudio y diseño de objetos construidos por el 
hombre, la naturaleza es mucho más rica, y de forma general encontra-
mos muy pocos objetos naturales que puedan ser considerados como 
euclidianos. Como es evidente, las nubes no son esferas, las montañas 
no son conos (Figura 6), los continentes, aunque se parecen a triángulos 
o cuadrados, en realidad muestran morfologías muy irregulares (Figura 7).

Figura 6. Nubes y montañas
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Si el procedimiento expuesto anteriormente se aplica a la determinación 
de la longitud de una línea irregular ocurre una cosa muy curiosa. Debido 
a que el patrón de medición utilizado es un segmento de línea recta, al 
superponer el mismo sobre la línea ocurre que, si la longitud del patrón 
es demasiado alta, existirán secciones en las cuales la longitud medida 
resulta menor que la longitud real, lo cual se debe a la presencia de las 
irregularidades. La solución en este caso consiste en seleccionar un pa-
trón de longitud menor, de tal manera que estas irregularidades puedan 
ser mejor cuantificadas (Figura 8). Sin embargo, en los objetos naturales, 
como por ejemplo las costas (Figura 9), se encuentran irregularidades que 
se repiten independientemente de la magnificación de la escala, de tal 
manera que si la longitud del patrón es muy pequeña (para una costa, debe 
tender al tamaño de un átomo), resulta que la línea tiene una longitud que 

Figura 7. Forma de los continentes

6.2. Estimación de la dimensión de una línea irregular
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tiende a infinito. Este resultado indica que la determinación del tamaño de 
las figuras irregulares a través de los conceptos clásicos de la geometría 
euclidiana resulta una tarea muy difícil de acometer. Afortunadamente 
este problema fue resuelto el siglo pasado a través de la creación de la 
geometría fractal.

Figura 8. Medición de la longitud de una línea irregular a partir de diferentes 
patrones

Figura 9. Forma de las costas



DIMENSIÓN FRACTAL Y SU EMPLEO PARA EL ESTUDIO DE SUPERFICIES SÓLIDAS 117

Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura básica, fragmentada 
o irregular, se repite a diferentes escalas. El término fue propuesto por 
el matemático Benoît Mandelbrot en 1975 y deriva del latín fractus, que 
significa quebrado o fracturado. Los fractales son objetos que, debido a la 
complejidad de su morfología, no pueden describirse mediante la geome-
tría euclidiana. De hecho, de lo que se trata es de describir estos objetos 
a partir de propiedades estadísticas generales, las cuales se repiten a 
diferentes escalas de magnificación. Los fractales matemáticos pueden 
ser obtenidos a partir de la iteración de determinados algoritmos, como 
los que se muestran en la Figura 10. De manera general, los fractales 
tienen dos propiedades generales:

•	 Autosimilitud: El objeto muestra las mismas propiedades estadísti-
cas a diferentes niveles de magnificación. De hecho, su morfología 
como un todo está generada por la repetición a escalas cada vez 
más pequeñas de una morfología semejante.

•	 Autoafinidad: El tamaño del objeto puede ser estimado a partir de 
una función de potencias cuyo exponente se corresponde con la 
dimensión fractal.

Figura 10. Fractales obtenidos mediante la iteración de algoritmos matemáticos

A B

C D

6.3. Definición de objetos fractales
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De acuerdo con la geometría fractal, la dimensión fractal D es un número 
real, generalmente fraccionario, que permite generalizar el concepto de 
dimensión para objetos irregulares. Este número es un exponente que 
cuantifica en qué medida el objeto llena el espacio euclidiano en el cual el 
mismo se encuentra alojado. Desde el punto de vista matemático existen 
diferentes maneras de definir la dimensión fractal dependiendo de los 
aspectos que se deben considerar. De esta manera se define la dimensión 
de Hausdorff-Besicovitch, la dimensión de empaquetamiento, la dimen-
sión de homotecia y las dimensiones de Rényi. Ninguna de estas puede 
ser considerada como absoluta para todos los casos, ni tienen el mismo 
valor para un mismo objeto, ya que esto depende de las características 
internas propias de cada objeto fractal. Aunque puede darse el caso de 
que para un mismo fractal tengan el mismo valor, no pueden considerarse 
como magnitudes equivalentes.

En la práctica, algunas definiciones de dimensión fractal resultan más 
sencillas de calcular, y por eso son las más ampliamente usadas. Entre 
estas se encuentra la dimensión determinada por el método de conteo 
de cajas, la cual es la más sencilla de interpretar, por su implementación 
logarítmica. En general, la dimensión fractal es diferente que la dimensión 
topológica. Así, una línea irregular, que tiene como dimensión topológica 
un valor igual a 1, tiene un valor de dimensión fractal que es un número 
no entero que se encuentra entre 1 y 1.5. En este caso, la línea irregular 
requiere de dos dimensiones para poder representarse adecuadamente 
(por ejemplo, en un plano), pero no puede considerarse como una figura 
en dos dimensiones. Es como si fuera demasiado grande para ser tratada 
como un objeto de una dimensión, pero demasiado pequeña para consi-
derarse como un objeto de dos dimensiones.

La longitud de una línea fractal se estima a partir de la expresión:

6.4. Definición de dimensión fractal
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donde k es un parámetro que toma en cuenta el nivel de magnificación 
considerado, l es la distancia de la línea recta que une los puntos inicial 
y final de la línea y f es la dimensión fractal.

Para los fractales matemáticos existen diferentes maneras de determinar 
la dimensión fractal, de tal forma que el valor calculado es exacto. Esto 
no ocurre así para el caso de los objetos naturales, donde lo que puede 
hacerse es estimar la dimensión fractal a partir de una imagen o fotogra-
fía en dos dimensiones del objeto en cuestión. Su cálculo requiere de la 
aplicación de diferentes métodos de tratamiento de imágenes y de deter-
minación de la dimensión fractal, para lo cual se dispone de diferentes 
softwares disponibles libremente en internet.

Uno de los métodos más sencillos para calcular la dimensión fractal es el 
denominado por conteo de cajas, el cual se basa en convertir la imagen del 
objeto bajo estudio (Figura 11.a) en una imagen binaria (pixeles negros y 
blancos) (Figura 11.b) y dividir el plano donde está contenida esta imagen 
en celdillas de tamaño 1� (Figura 11.c). Se cuentan entonces en cuantas 
celdillas se encontraron pixeles de color negro. Este proceso se repite, 
disminuyendo el tamaño de las celdillas hasta un valor relativamente muy 
pequeño. El próximo paso consiste en construir un gráfico, donde en el 
eje de las x se muestra el logaritmo del inverso del tamaño de las celdillas 
y en el eje de las y, el logaritmo del número correspondiente de celdas 
ocupadas por pixeles negros. La pendiente de este gráfico se corresponde 
con el valor de la dimensión fractal (Figura 11.d), de tal manera que esta 
se representa como:

donde  ε  representa el tamaño de la celda. En este caso, el objeto anali-
zado (Figura 11.a) tiene un valor de dimensión fractal igual a 1.1935.

6.5. Cálculo de la dimensión fractal por el método de conteo 
de cajas
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Figura 11.a. Fotografía aérea de una costa

Figura 11.b. Contorno de la costa
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Figura 11.c. Método del conteo de cajas

Figura 11.d. Estimación de la dimensión fractal por el método del conteo de 
cajas
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El método descrito anteriormente es válido para determinar no solo la 
dimensión de líneas irregulares, sino también para analizar las imágenes 
de objetos en dos dimensiones, como el que se muestra en la Figura 
12a, que corresponde a la hoja de una planta. Igual que en el caso de 
una línea, se requiere convertir la imagen en binaria, dividirla en celdas y 
contar el número de celdas ocupadas. Esta imagen tiene una dimensión 
fractal igual a 1.7786. Nótese que este objeto, que es visualizado en dos 
dimensiones, tiene una dimensión fractal menor que la unidad, ya que el 
mismo no ocupa toda el área disponible.

Figura 12.a. Imagen de la hoja de una planta

Figura 12.b. Dimensión fractal de la hoja de una planta



DIMENSIÓN FRACTAL Y SU EMPLEO PARA EL ESTUDIO DE SUPERFICIES SÓLIDAS 123

Las superficies sólidas, a diferencia de las interfaces líquido-líquido y 
líquido-gas, se caracterizan porque su área superficial depende de una 
forma compleja de diferentes factores, entre los cuales se pueden men-
cionar la composición química del sólido, los procesos involucrados en 
la formación del mismo y otros relacionados con el efecto del ambiente 
sobre la superficie. En este sentido, aun cuando en la escala macroscópi-
ca una superficie parece ser lisa, en una escala más pequeña se pueden 
observar múltiples irregularidades, de tal forma que el área superficial en 
realidad resulta mucho mayor que la que se corresponde con una super-
ficie lisa. Desde el punto de vista clásico, la rugosidad de una superficie 
se identifica con el valor promedio de la diferencia de alturas que se ob-
serva en la escala microscópica. La rugosidad de una superficie sólida 
juega un importante papel en el campo de la ingeniería, donde se pueden 
mencionar como ejemplos que el incremento de la rugosidad de la pared 
de los tubos a través de los cuales se transportan los fluidos aumenta 
la caída de presión y se asocia con la ampliación de la magnitud de las 
fluctuaciones en la velocidad. Los materiales de construcción con mayor 
rugosidad implican un mayor consumo de pintura con fines decorativos 
y de protección; si hablamos de neumáticos, la probabilidad de ocurren-
cia de accidentes es mayor cuando pierden rugosidad debido a su uso y 
envejecimiento.

No se dispone aún de ecuaciones generales, válidas para todos los casos, 
para predecir el valor exacto del área de una superficie sólida, siendo ne-
cesaria su determinación experimental. Una de las características más 
interesantes que se encuentran es que el valor del área superficial de un 
mismo sólido depende del método de medición empleado. 

Existen dos métodos clásicos que se emplean para la medición del área 
superficial por unidad de volumen, o área superficial específica, de un 

6.6. Aplicación de la dimensión fractal en el estudio de 
superficies sólidas
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sólido. El primero tiene un fundamento termodinámico y se basa en la 
medición del calor de inmersión generado cuando un sólido se introduce 
en un líquido en el cual es insoluble. El segundo se basa en sumergir el 
sólido en un líquido en el cual es soluble, y medir el comportamiento del 
sólido disuelto con respecto al tiempo, donde la velocidad de disolución 
inicial es directamente proporcional al área del sólido. Ambos métodos 
solo permiten hacer una estimación gruesa del área superficial del sólido.

Actualmente se puede emplear un tercer método, basado en el análisis 
morfológico de las imágenes de la superficie obtenidas para diferentes 
niveles de magnificación. La rugosidad de una superficie puede expre-
sarse a través del exponente de rugosidad local  α, que toma en cuenta la 
magnitud de las fluctuaciones que se presenta en la diferencia de altura 
entre los puntos espaciales de una superficie. El valor de este exponente 
se relaciona con la dimensión fractal de acuerdo con:

y se espera que las interfaces que presenten un mayor valor de dimensión 
fractal tengan asociada una mayor área superficial. En la Figuras 13 se 
muestran las imágenes de dos interfaces diferentes, donde la superficie 
1, que a simple vista nos parece que es la más irregular, es la que tiene 
una mayor dimensión fractal y por tanto una mayor área superficial.
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Figura 13.a. Superficie 1

Figura 13.b. Superficie 2
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Figura 13.c. Perfil de alturas de la superficie 1 en tres dimensiones

Figura 13.d. Perfil de alturas de la superficie 2 en tres dimensiones



DIMENSIÓN FRACTAL Y SU EMPLEO PARA EL ESTUDIO DE SUPERFICIES SÓLIDAS 127

Figura 13.e. Perfil promedio de alturas en la superficie 1

Figura 13.f. Perfil promedio de alturas en la superficie 2
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Figura 13.g. Dimensión fractal correspondiente a la superficie 1

Figura 13.h. Dimensión fractal correspondiente a la superficie 2



Ejemplo de aplicación de la 
geometría fractal y métodos estocásticos

Capítulo 7
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7.1. Obtención del modelo Mesoscópico

Problema. Explicar la dependencia existente entre la dimensión fractal de 
los agregados cristalinos que se forman en 2D con respecto a la concen-
tración y a la temperatura.

Hipótesis: La morfogénesis de los agregados cristalinos que se forman en 
2D son un resultado de los procesos aleatorios de disolución y cristaliza-
ción que ocurren a nivel de las moléculas individuales, de tal forma que 
el patrón formado es un efecto de las fluctuaciones internas que tienen 
lugar en el sistema.

Objetivos: Obtener un modelo mesoscópico que describa el proceso de 
cristalización y ajustar este modelo a los resultados experimentales para 
estimar la dinámica del proceso de cristalización a partir de la dimensión 
fractal que muestran los patrones formados. Ajustar el modelo propuesto 
a los resultados experimentales observados.

Para obtener un modelo mesoscópico que describa la formación de los 
patrones formados durante el proceso de cristalización se establecieron 
las siguientes suposiciones:

1.	 La cristalización ocurre en 2D, donde el área del sistema se divide en  
N  sitios totales de área  aN .

2.	 Los procesos de cristalización y disolución que ocurren a escala 
microscópica tienen lugar con una determinada probabilidad de 
transición por unidad de tiempo.

3.	 La probabilidad se visualiza desde el punto de vista del conjunto y 
se identifica con la fracción de área total de la superficie que  se en-
cuentra ocupada por los cristales.
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4.	 La variable microscópica que describe al sistema es el número de 
moléculas o agregados moleculares que forman los cristales.

5.	 La morfología de los cristales formados es demasiado compleja para 
poder describirse a través de la geometría euclidiana, siendo prefe-
rible el empleo de la geometría fractal. De esta manera, la variable 
macroscópica observada se identifica con la dimensión fractal  f  del 
patrón observado, de tal forma que:

donde       es la cantidad total de cristales presente en el sistema y  l  es 
la distancia existente entre dos puntos espaciales del sistema.

6.	 La probabilidad de transición por unidad de tiempo de que la cantidad 
de moléculas  H  que componen el cristal se incremente en 1 depende 
de la interacción de las moléculas disueltas  nd  con los sitios libres  
nl, de tal forma que:

donde  k (t¯¹)  es la constante de velocidad de cristalización, la cual depen-
de de la velocidad de difusión de las moléculas en el medio. Si se considera 
que  nd  se puede representar como la diferencia entre el número total 
de moléculas de la especie que cristaliza  C  presentes en el sistema y la 
cantidad de moléculas cristalizadas  H, y que el número de sitios libres  
nl  es la diferencia entre el número de sitios totales  N  y la cantidad de 
moléculas que componen al cristal en 2D, entonces la probabilidad de 
transición por unidad de tiempo WH+1/H   se escribe:

1

2

3
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7.	 La probabilidad de transición por unidad de tiempo  WH-1/H   de que 
el número de moléculas cristalizadas disminuya en 1 debido a la 
disolución se asume:

donde  g (t¯¹)  es la constante de velocidad de disolución.

Definiendo P(H,t) como la probabilidad de que en el tiempo t el número 
total de moléculas cristalizadas sea igual a  H  y tomando en cuenta las 
probabilidades de transición por unidad de tiempo asumidas, la ecuación 
maestra que describe el comportamiento de P(H,t)  se escribe:

La ecuación maestra (5) es no lineal con respecto a las probabilidades 
de transición por unidad de tiempo, por lo que no tiene solución analítica 
explícita. Para obtener una solución analítica aproximada se va a suponer, 
razonablemente, que el cambio ∆H  que tiene lugar en el sistema cuando 
ocurre un proceso a escala molecular es despreciable en comparación  
H, de tal forma que  H  puede considerarse como una variable continua. 
Esta suposición permite expresar el operador paso que aparece en la 
ecuación maestra en forma diferencial:

4

5

6
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Sustituyendo (6) en (5) y agrupando convenientemente se obtiene la 
ecuación de Fokker Planck:

Definiendo las variables adimensionales:

donde ah  es el área ocupada por una molécula cristalizada, y se toma 
en cuenta que:

entonces es posible expresar la ecuación (7) en función de ρ, que es una 
variable estocástica que representa la fracción del área cubierta por los 
cristales:

7

8

9

10
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donde:

En estado estacionario, o en las proximidades de este,  la distribución de 
probabilidad puede considerarse normal o gaussiana, de tal modo que 
para el valor esperado de ρ:

para la varianza:

donde:

Y para la función de probabilidad:

11

12

13

14

15
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Si la probabilidad se visualiza desde el punto de vista del conjunto, en-
tonces la densidad  Φ  de sustancia que existe en el sistema se identifica 
con el valor esperado de la probabilidad, de tal forma que:

Siendo G  constante. 

Si el sistema se observa en la escala mesoscópica donde  Ωjl^2, ρ=l^2  y l 
representa la longitud característica de una entidad individual, la magni-
tud de las fluctuaciones internas es comparable al valor esperado. Si es 
expresada Φ como una función de potencia de  l:

donde:

Y se toma en consideración la definición de dimensión fractal de capa-
cidad entonces:

De tal manera que la dimensión fractal se puede estimar a partir de la 
relación:

16
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20
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A partir del formalismo propuesto es posible obtener diferentes modelos 
que permiten relacionar la dimensión fractal de las estructuras cristalinas 
observadas con un parámetro que se relaciona con la dinámica de su 
formación. En estado estacionario la varianza está dada por:

En la escala mesoscópica ρ=l² de tal forma que la ec. (21) puede ser 
reescrita como:

De tal forma que a partir de las ecuaciones (18) y (20) se obtiene:

donde:

a representa el cociente entre la constante de velocidad de cristalización 
y la constante de velocidad de disolución y  Ψ  es un parámetro que se 
identifica con la concentración total de la sustancia que cristaliza.

21

22

23

24
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La ecuación obtenida es demasiado complicada desde el punto de vista 
matemático para su ajuste a datos experimentales observados, siendo 
conveniente tomar en cuenta determinadas consideraciones que la sim-
plifiquen. En este caso se obtienen los modelos teóricos que se muestran 
en la Tabla 1:

El modelo que se seleccione dependerá de la capacidad de descripción 
del mismo a los resultados experimentales observados

Tabla 1. Modelos teóricos para estimar la dimensión fractal
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