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INTRODUCCION A LOS METODOS DE MODELACION ESTOCASTICA

1.1. Definicion de probabilidad y variable estocastica

La probabilidad se define a partir de considerar un conjunto n de elementos
con una propiedad x con valores en el intervalo [a,b]. En este caso, el nu-
mero de elementos n(c) donde se cumple que x =c¢ se define como nP(c).
P(c) esla probabilidad de que el elemento ntenga un valor de xiguala c.

Un nimero aleatorio o variable estocdstica es un objeto X definido por:

a) un conjunto de valores, donde X puede ser unidimensional, multidi-
mensional, continua o discreta.

b) una distribucion de probabilidad P(X) asociada a este conjunto, donde:

P(X)>1
[P(x)dx =1

La probabilidad de que una variable continua X tome valores entre X +
dX esta dada por:
P(X)dXx

mientras que la probabilidad de que una variable discreta n tome un valor
igual a a se define como:

P(a)= Zn:P(n)é'(n ~a)

donde 6 es la funciéon Delta de Dirac que toma valor igual a 1 cuando su
argumento es iguala 0, mientras que esigual a 0 paratodos los demas
valores.

Una variable estocastica queda completamente definida por el conjunto
de valores que puede tomary su funcion de probabilidad correspondiente.

13
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CAPITULO 1

Por otra parte, la funcién de distribucién de probabilidad puede ser expre-
sada de forma explicita o en funcién de sus momentos m, definidos como:

My = Ix'”P(x)dx

El primer momento es el valor esperado, mientras que el segundo mo-
mento se relaciona con el cuadrado de la desviacién media o varianza a
partir de la expresion:

o’ =1~ ()

La teoria de la probabilidad se basa en la transformacién de variables.
Esencialmente esto consiste en una coleccion de técnicas para transfor-
mar una distribucién de probabilidad a priori en otra a posteriori. Cualquier
aplicacion a un fenémeno real se basa en tres pasos fundamentales:

1. Postular una distribucién para la variable independiente.

2. Realizar una apropiada transformacion matematica.

3. Comparar la distribucién obtenida con las observaciones.
Sea X una variable estocastica con una distribucién de probabilidad
P(X) conocida y una variable Y que es funcién de X, por lo que Y sera

también una variable estocastica. La funcion de probabilidad asociada
a Y sedefine como:

P(Y)=[8(f(x)-1)P(x)dx









INTRODUCCION A LOS METODOS DE MODELACION ESTOCASTICA

1.2. Funciones de probabilidad
1.2.1. Funcién de distribuciéon normal o gaussiana

La funcion de probabilidad normal se define:

P(X)= 1 exp(—M)

2
o2 20

donde u es el valor esperado y o2 la varianza.

Relacionada con esta, se define la funcién de probabilidad normal acu-

mulativa, dada por:

P(—oo<X<x)=
oN2rm

Las graficas de los comportamientos de la funcién de probabilidad nor-
mal y la funcién de probabilidad normal acumulativa considerando un
valor esperado y varianza igual a 1, respectivamente, se muestran en las

Figuras 1.2.1.1y 1.2.1.2.

=" ool

Figura 1.2.1.1

Figura 1.2.1.2

1.2.1.1

1.2.1.2

17



18 CAPITULO 1

La distribucion normal multivariable esta dada por:

1¢ .
1213 P(x)= CCXP(—E D 4, x.x —ZB,.x,.J

i,j=1 i=1

C = (2z) (Det(A)) exp(—%BA_lB)

donde el valor esperado es un vector de r componentes definido por:

1214 (x)y=-3(4"),B,

J

mientras que el segundo momento esta definido por una matriz de la forma:

1215 <<xixj>> =(4),,



INTRODUCCION A LOS METODOS DE MODELACION ESTOCASTICA

1.2.2. Distribucion Chi-cuadrado

La funcion de distribucion Chi-cuadrado esta definida para una variable
no negativa x y un parametro u, que define los grados de libertad, y se
escribe de la forma:

1 a_
P(x)=——x7 "exp(-2) 1.2.2.1
(%2’

donde la distribuciéon acumulativa es:

1"()C)=;ﬂ_|.:u%_1 exp(—%)du 12.22
r'(5)2:

En las Figuras 1.2.2.1 y 1.2.2.2 se muestran la funcién de probabilidad
chi-cuadrado y su funcién de probabilidad acumulativa.

020 T 1.0 T
y y
0.151 08
0.6
0.10 T
0.4
0.05 T 02+
0.00 } t 1 t i 0.0 t t t } i
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
X X
Figura 1.2.2.1 Figura 1.2.2.2
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1.2.3. La distribucién de probabilidad exponencial
La distribucion de probabilidad exponencial esta definida por:
1 [
P(x)= —exp(;")
M
y su correspondiente funcion acumulativa:
1 = _ _
P(X ) = ;J; exp(;")du = 1—exp(7“)
Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.3.1y 1.2.3.2.
1=
y
2 12 3 a4
X
-1+
| 27
2
3+

Figura 1.2.3.1 Figura 1.2.3.2




INTRODUCCION A LOS METODOS DE MODELACION ESTOCASTICA

1.2.4. La funcion de probabilidad de Weibull

La funcion de probabilidad de Weibull con parametros a y b esta definida
por:

P(u)=ab™u"" exp(—u“b"’) 1241

y su correspondiente distribucién acumulativa:

P(x)=ab™ fu"'l exp(—u"b“’ )a’u =1- exp(— x’b™ ) 1242

Estas funciones de probabilidad se muestran en las Figuras 1.2.4.1 y
1.2.4.2.

257 10T

2.0 7 08 T

1.5 1 0.6 T

1.0 T 04 T,

05T 02T

0.0 t T t 0.0t } t }

0 1 2 3 0 1 2 3
X X
Figura 1241 Figura 1242
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22 CAPITULO 1

1.2.5. La funcién de probabilidad gamma

La funcion de probabilidad gamma con parametros a y b se define como:

1 o
1.2.51 P(u)=W(a)u "exp(—2)

I'(a)= J: exp(—uJu*"du
y su correspondiente funciéon acumulativa:

1252 b e
P(x)_bar(a)jou eXp( b)du

Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.5.1y 1.2.5.2.

10T 10T
y y

0.8 T 08T
0.6 T 06T
0.4 T 04T
02T 0.2

0.0 t 1 t | 0.0 t } } i

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

X X

Figura 1.2.5.1 Figura 1.2.5.2




INTRODUCCION A LOS METODOS DE MODELACION ESTOCASTICA

1.2.6. Funcion de probabilidad beta

La distribucion de probabilidad beta con pardmetros v y w esta dada por:

! (1 - u) -

P(u) - B(v, w)

y su correspondiente funcién acumulativa:

P(x)= mi)xuv'l(l —u)"du

Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.6.1y 1.2.6.2.

1.2.6.1

1.2.6.2

5T 10T
y y

4t 08T

3T 0.6T

2 04t

1+ 027

0 — 0.0 ————————
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.

X

Figura 1.2.6.1 Figura 1.2.6.2
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CAPITULO 1

1.2.7. Ladistribucion de probabilidad de Cauchy

La funcién de probabilidad de Cauchy con parametros a y B esta definida

por:

P(x)

1

"

y su correspondiente distribucién acumulativa:

_ 1
7 o

1|

u—a

-1

2
}du

Estas funciones de probabilidad se muestran en las Figuras 1.2.7.1y 1.2.7.2.

Figura 127.1

Figura 1.2.7.2




INTRODUCCION A LOS METODOS DE MODELACION ESTOCASTICA

1.2.8. Distribucion de probabilidad uniforme

La distribucion de probabilidad uniforme con parametros a y b esta dada

por:

0

P(x;a,b) =455

0

if

x<a

if a<x<b
b<x

if

y su correspondiente funcién acumulativa:

P(x)

Estas funciones se muestran en las Figuras 1.2.8.1 y 1.2.8.2.

0

x—a
b-a

1

if

x<a

if a<x<b

if

b<x

1.0 1.0 T
y y

08T 08T

06T 0.6 1

04T 0.4 1

02T 0.2

0.0 f f f f 0.0 f } f :

00 02 04 06 08 1.0 0 5 10 15 20
X X
Figura 1.2.8.1 Figura 1.2.8.2

1.2.8.1

1.2.8.2
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PROCESOS ESTOCASTICOS

2.1 Procesos Estocasticos

Un proceso es un fenémeno que evoluciona con el tiempoy que se describe
a partir del comportamiento de una variable. En este caso, el modelo del
proceso es la ecuacion matematica que representa el comportamiento
de esta variable.

Sea X* una variable estocasticay t el tiempo. Se define un proceso
estocastico como aquel proceso donde la variable Y que lo describe
depende del tiempo y de la variable estocastica X*, de forma tal que Y*
es también una variable estocastica y se define de la forma:

Y =f(x";1)

Cuando el valor de Y se determina para uno de los posibles valores de
X, se obtiene una realizacién del proceso. De esta manera, un proceso
estocastico se define como un conjunto de realizaciones del mismo, y
queda completamente definido a partir de la probabilidad asociada a X*,
P(y), o de todos los momentos de la misma. El caracter estocastico de un
proceso se manifiesta en que el valor real que toma la variable fluctua o
cambia en relacién con un valor promedio. En este sentido, las fluctuacio-
nes se definen como la diferencia entre el valor esperado y el valor real,
donde esta magnitud cambia aleatoriamente.

Existen dos parametros fundamentales que se deben tomar en conside-

racion para caracterizar a un proceso estocastico. Uno de ellos es el valor
esperado de la variable Y, definido como:

()= [ s0)Ps) s

y el otro es la funcién de autocorrelacion:

2.1

2.2

2.3

29
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Notese que cuando t = t2 la funcién de autocorrelacion se corresponde
con la varianza o?, la cual se identifica con el cuadrado de la magnitud
promedio de las fluctuaciones que se producen alrededor del valor espe-
rado o desviacion estandar.

Un proceso estocastico estacionario es aquel en el cual los momentos
asociados a su funcion de probabilidad son constantes con respecto al
tiempo. Al respecto la funcién de autocorrelacién solo depende del inter-
valo de tiempo considerado, existiendo un valor de este intervalo para el
cual la funciéon de autocorrelacion se hace cero o despreciable, el cual se
conoce como tiempo de autocorrelacion.

En la naturaleza ocurren muchos fenémenos cuyas variables cambian de
una manera muy complicada e irregular. No es posible determinar esta
variacién en detalle, pero si es posible calcular determinados promedios,
los cuales responden aleyes fisicas simples. Esta funcion puede ser repre-
sentada por un proceso estocastico. Al estudiar el fendmeno, esto puede
ser abordado desde dos puntos de vista posibles. El primero es observar
el comportamiento de N réplicas del mismo y promediar los resultados
observados. El segundo consiste en observar un solo sistema durante
mucho tiempo, separar las observaciones en N intervalos de tiempo,
y promediar los resultados. Si ambos promedios coinciden, entonces el
proceso es ergddico.

La propiedad de ergodicidad solo es completamente valida para el caso
del estado estacionario. En el caso de procesos dinamicos, esta propie-
dad no puede suponerse sin antes comprobarla. De ser asi hay que tomar
intervalos de tiempo lo suficientemente largos como para que se aprecien
las fluctuaciones, pero cortos en relaciéon con el cambio temporal del
promedio.



PROCESOS ESTOCASTICOS

En la Figura 2.1.2 se muestra una realizacién (linea discontinua) de un
proceso estocastico estacionario, donde el promedio se representa como
una linea continua.

Y2.6‘

24 7.

2.0

W 4+

El comportamiento macroscépico regular que se observa en muchos
fendmenos, a pesar de que microscépicamente ocurren procesos muy
complicados, es el resultado de que lo que se observa es en realidad el
comportamiento del promedio de un gran nimero de particulas micros-
copicas. La naturaleza aproximada de las leyes macroscépicas o deter-
ministas, que no toman en cuenta de forma explicita el comportamiento
microscépico, se manifiesta en la presencia de fluctuaciones alrededor de
los valores deterministas. Estas fluctuaciones internas, resultado de los
fenédmenos que ocurren al nivel microscépico, escalan con el tamafo del
sistema. Cuando el tamafio de las particulas es despreciable en relacién
con el tamanfo del sistema, estas fluctuaciones internas son despreciables,
de ahi la validez de las leyes deterministas.

31
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La razén por la cual se observan estados que no cambian con el tiempo
a pesar de que si tienen lugar procesos a escala microscoépica se debe a
que, como los cambios al nivel microscépico tienen lugar a una velocidad
muy alta, los estados macroscépicos llegan a su distribucién de equili-
brio rapidamente, de forma que a escala macroscépica parece como si
el estado del sistema no cambiara con el tiempo. En este caso, el estado
macroscopico en realidad estd compuesto por estados de equilibrio que
se suceden rapidamente uno después de otro. Esto se conoce como la
consideracion de la aleatoriedad repetida, y es imprescindible para ex-
plicar la irreversibilidad.

En cuanto a los sistemas abiertos, el comportamiento estocastico de la
variable que lo describe puede ser una consecuencia de la incidencia de
unavariable o fuerza externa de naturaleza estocastica. En esta situacion,
los cambios con respecto al valor promedio se denominan fluctuaciones
externas, ya que su origen es independientemente de los procesos que
tienen lugar a escala microscépica. A diferencia de las fluctuaciones
internas, las externas no dependen del tamano del sistema, sino de las
caracteristicas estocasticas de la variable externa.

Cuando se obtiene un modelo matematico en el cual se toman en consi-
deracion las fluctuaciones internas, se denomina modelo mesoscépico.
Cuando se toman en cuenta las fluctuaciones externas, se llama modelo
estocastico.









PROCESOS ESTOCASTICOS

2.2 Procesos Markovianos

La probabilidad condicional P(J’,.+1:’n+1/yn,t,.;yn_n’n_l ----- 7 o,to) repre-
senta la probabilidad de que Y tome el valorde Y,,, en el tiempo futuro
t,,; cuando en el presente (Z,) tiene el valor Y, y ha tomado los va-
lores Y,_,.... enlos tiempos pasados , ,... . En cierto sentido, esta
probabilidad relaciona el comportamiento futuro del proceso P(y,,0)=35(»,)
en funcién del comportamiento presente (Y,) y del comportamiento
pasado (¥, _,,i>1).

Un proceso estocastico es markoviano cuando se cumple la siguiente
relacion:

P(yn+l’tn+l/yn’tn;yn—l’tn—l""'.ymto):P(yn+1’tn+l/yn’tn)

El significado fisico de la ecuacion (2.2.1) es: El comportamiento futuro
de un proceso depende de su comportamiento presente y no del compor-
tamiento pasado. Esto se conoce como la propiedad de Markov.

La propiedad de Markov es una aproximacion, ya que implica una ruptura
entre el futuro y el pasado, que no existe en realidad. Sin embargo, esta
resulta esencial en el desarrollo de las técnicas de modelacién estocastica.
En esta situacion laidea fundamental consiste en escoger las variables 'y
parametros del proceso de forma tal que la propiedad de Markov pueda
suponerse.

El proceso markoviano cumple con las relaciones:

Pz()"zatz)z J.P2/1(y2’t2 /yl’tl)R(yl’tl)dyl

P3/1(y3,t3 /yl’tl)zjglz(y3’t3 /yz’tz)Pz/l(yzstz /ylstl)dyz

2.2.1

222

223
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CAPITULO 2

La ecuacion (2.2.3) se conoce como la ecuaciéon de Chapman - Kolmo-
gorov. Considerando un intervalo desde -co hasta +00, la misma tiene
como solucion:

P(y+Ay,t+ At/ y,t)=

@)

Si se cumple que para t =0 y =0, se define entonces un proceso de
Markov no estacionario conocido como proceso de Weiner:

1 2
P(y,t)= 20t exp(_%J

El proceso de Weiner es markoviano, gaussiano y no estacionario. En la
Figura 2.2.1 se observa el comportamiento de la funcién de probabilidad
de un proceso de Weiner para diferentes valores de tiempo. Este proceso
es equivalente a una funcién de probabilidad normal con valor esperado
igual a cero y varianza igual al intervalo de tiempo considerado.

Figura 2.2.1




PROCESOS ESTOCASTICOS

La ecuacion (2.2.5) es la soluciéon de una ecuacidn diferencial parcial de
la forma:

oP o°P 2.2.6

ot oy®

[um—

Los procesos markovianos no estacionarios cuya probabilidad de tran-
sicion depende solamente del valor de At se denominan procesos ho-
mogéneos.

Cuando se tiene un proceso estacionario, gaussiano y markoviano se
puede demostrar que su funcién de probabilidad esta dada por:

1 2 227
P(.V)= on eXp(_ %J

y se conoce como proceso de Ornstein-Uhlenbeck. La funcién de auto-
correlacion de este procacn acta dada nar

x(7) = x(0)exp(~ y7) 2238
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MODELACION DE LAS FLUCTUACIONES INTERNAS

3.1. Obtencion de la ecuaciéon maestra

La principal dificultad que existe al utilizar la ecuacién de Chapman -
Kolmogorov esta dada por la determinacion de las probabilidades de
transicion asociadas alos cambios en la variable que describe al proceso
estocastico. Por esta razon se han desarrollado otros métodos alternati-
vos que permiten tomar en cuenta de forma explicita los fenémenos que
tienen lugar en el sistema.

El método de modelacién estocastica basado en la Ecuaciéon Maestra es
uno de estos métodos, y se utiliza para la descripcion de las fluctuaciones
internas y la obtencion del modelo mesoscépico del mismo.

La Ecuacion Maestra es obtenida a partir de la ecuaciéon de Chapman -
Kolmogorov, por lo que es valida para procesos markovianos. Expresando
la probabilidad de transicién de la forma:

P(y,/y)=(-a,7)8(y, = 3)+eW(»,/»)

donde T’ esunintervalo de tiempo muy pequeno, dao es unaconstantey
W(y2/y,) es una funcién que representa la probabilidad de transicion por
unidad de tiempo. Sustituyendo la ecuacion (3.1.1) en la ecuacién de Cha-
pman - Kolmogorovy considerando 1’0 se obtiene la ecuacién maestra:

%f,t) = [/ ) PO.0)-w (1 y)P(y. 1)}y

Con base en que el modelo mesoscépico de un sistema describe el com-
portamiento determinista del mismo y de las fluctuaciones que tienen
origen en el comportamiento de las particulas que lo conforman al nivel
microscépico, conviene obtener la forma discreta de la ecuacion (3.1.2),
la cual se expresa de la forma:

oP(n,t) _ :
==, B WP

n
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Al respecto el estado del sistema se describe desde el punto de vista mi-
croscopico a partir de la evolucién del numero de particulas totales que
existen al nivel microscépico. La eleccion de estas particulas o entidades
microscopicas depende del fendmeno bajo estudio y del nivel de des-
cripcion deseado del mismo. Asi, estas particulas pueden ser particulas
elementales, atomos, moléculas, particulas sélidas de pequefio tamaiio,
burbujas, gotas de liquido, etc. A su vez, estas particulas pueden ser de
diferentes tipos, de forma tal que n es un vector de r componentesy la
ecuacion maestra ser entonces multivariable. P(n,t) es la probabilidad
de tener n particulas al tiempo t , Wan vy Wa'n, que representan las
probabilidades de transiciéon por unidad de tiempo, estan relacionadas
con los procesos que tienen lugar al nivel de las particulas elementales.

La idea fundamental aqui es la siguiente: Para un sistema dado formado
n j=1,2,.....r particulas microscépicas, se suponen que tienen lu-
gar un conjunto de C procesos a escala microscépica que provocan un
cambio k; en el nUmero de particulas, de forma que la ecuacién maestra
queda especificada de la forma:

%zz{mka_k— < onP)

c

La ecuacién maestra (3.1.4) es un balance de probabilidad. El primer tér-
mino de la derecha representa el incremento en el nimero de particulas
debido a la ocurrencia del proceso ¢, mientras que el segundo término
es la disminuciéon del nimero debido a la ocurrencia de este proceso.

Utilizando el operador paso que actla sobre las funciones en variable
discreta como:

E*¥f(n)=f(n+k)
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se deduce que:

We, P =E*We . P)

n,n+k ntk,n" 1

y la Ecuacion Maestra puede entonces escribirse en una forma mas
compacta:

)5 (i -, 2

c

La ecuacién maestra involucra a dos escalas de tiempo diferentes. El
primero es el tiempo observado macroscépicamente, y aparece de forma
explicita en la derivada parcial del lado izquierdo. El segundo es el tiempo
en que tienen los lugar los procesos a escala microscépica, y aparece de
formaimplicita en las probabilidades de transicién por unidad de tiempo.

El mecanismo por el cual tienen lugar los procesos a escala microscépica
debe ser supuesto a partir del conocimiento que se tenga del proceso
bajo estudio. Una vez obtenida la ecuacion maestra es posible obtener el
comportamiento del promedio de todas las particulas, el cual se encuentra
relacionado con la variable macroscoépica que se observa. Si el compor-
tamiento predicho de esta variable macroscépica se corresponde con el
observado, entonces no hay evidencias para plantear que el mecanismo
microscopico propuesto no es valido. De lo contrario, hay que suponer
otro mecanismo. De esta forma, el método de modelaciéon mesoscoépica
constituye una de las formas de estudiar el sistema y establecer los fe-
némenos que en él ocurren.

Sin embargo, una de las debilidades de emplear este método para estu-
diar fendmenos esta en que diferentes mecanismos pueden dar lugar a
ecuaciones macroscopicas equivalentes. No hay modo de solucionar esto
directamente, ya que el mundo microscopico no puede ser observado de
forma directa. Pero si pueden incluirse otras variables observables del
mismo y volver a plantear el mecanismo microscoépico, de forma que se
pueda precisar mejor el mecanismo involucrado.
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Ejercicio resuelto 3.1

Solucioén:

Setiene un sistema en el cual se produce la interaccién fisico-quimica en-
tre tres sustancias diferentes y cuyo mecanismo supuesto es el siguiente:

A+B—> C
2C—> B

Obtenga la ecuacion maestra correspondiente.

Para describir el sistema desde el punto de vista microscépico vamos a
considerar como entidades las moléculas de cada una de las sustancias
presentes, de forma que se tienen tres tipos de particulas diferentes: A,
By C. De modo que el estado del sistema se identifica a partir del nimero
de cada una de estas particulas a través del vector:

Existen ademas 2 procesos a escala microscépica. En el primero A+B-C,
el vector que identifica el cambio en el nimero de particulas se define a
partir de las particulas que interaccionan y las que se producen. En este
caso, tiene lugar la disminucién de una particula de A y la disminucidn
de una particula de B, dando como resultado una particula C. De forma
que el vector de cambio en el nimero de entidades de este proceso esta
dado por:

n=|-1

+1
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3.2. Obtencion de la ecuaciéon macroscopica
A partir de la Ecuaciéon Maestra es posible obtener la ecuacién macros-
copica del sistema, la cual se relaciona con la evolucion temporal del

comportamiento del promedio de todas las particulas.

Este promedio representa el primer momento de la funcién de distribucién
de probabilidad P(n;t), de forma tal que:

3.2.1

d{n) 5 oP(n31)

ot

—k€ c
- ZZ”(E ) n+kc nP"
Tomando en cuenta que el operador paso tiene la siguiente propiedad:

>g (n)E~* £(n) Zf n)E*g( 322

n

La ecuacion (3.2.1) es desarrollada entonces de la siguiente manera:

zz (-1, P
- ZZ(nE"‘ We e B=n P

e

n c

= >y W Bt R)-n,. )
- >3, n)

Como se cumple que’

< ke > sz+kc (n;2) 3.2.4
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Se obtiene entonces:

w-T)

n+k,n

Desarrollando en series de Taylor alrededor del valor esperado (n) el tér-
mino de la derecha de la ecuacion (3.2.5) se obtiene:

(e =] 2| (=t
oL % (=P +..

Enlaecuacion (3.2.6) el primer término del lado derecho expresa lainfluen-
cia del valor esperado, mientras que los restantes términos determinan la
influencia de las fluctuaciones. Si solo se toma en cuenta el primer término,
se obtiene entonces la ecuacion para el comportamiento macroscépico
del promedio sin tomar en cuenta la influencia de las fluctuaciones:

A0

Si ahora se define la variable intensiva observada @ en funcién del pro-
medio {n),y se sustituye en la ecuacion (3.2.7) la variable intensiva, se
obtiene la ecuacién determinista del sistema:

dg _
— =10
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La naturaleza aproximada de esta ecuacion determinista es la consecuen-
cia de haber considerado despreciables los términos que involucran a
las fluctuaciones. Si ahora se desea tomar en cuenta la influencia de las
fluctuaciones para corregir la ecuacion macroscopica, se debe entonces
obtener el segundo momento de la funcién de probabilidad, de forma
semejante a como se hizo para obtener el primer momento:

=S )y T )20

2
@ _ Zc:(<2nkW;ikp,n> +<k2W,,ikv,n>)

Ahorabien, tomando la ecuacion (3.2.6), se observa que el segundo término
de la derecha representa el valor esperado de las fluctuaciones, el cual
es igual a cero, por lo que el mismo puede ser despreciado. En cambio,
el tercer término, que involucra al segundo momento, se relaciona con la
magnitud de las fluctuaciones (este término representa la varianza), de
forma tal que la ecuacién macroscoépica corregida para tomar en cuenta
las fluctuaciones queda:

) kW) + %[ £ Z"CWC(")}’

o = ((n*) - 2(n)*)

3.29

3.2.10
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La ecuacion (3.2.10) constituye el modelo mesoscépico del sistema, el
cual esta formado por un sistema de dos ecuaciones diferenciales tem-
porales, una para el primer momento y la otra para el segundo momento.

El criterio que se emplea para considerar que las fluctuaciones internas
son despreciables es:

<2kW><za,,—W> oS

< n+k°,n

4 < ach;::+k° ,n > an
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Ejercicio resuelto 3.2

Se tiene un proceso en el cual se produce la ruptura de una particula en
dos particulas mas pequenias. Como variable intensiva se considera la
cantidad de particulas p por unidad de volumen del sistema. Se conoce
que la concentracion inicial es de 40 000 p/L, y de que el tiempo en que
demora en alcanzarse una concentracion promedio igual a la mitad del
valor inicial es de 10 minutos.

Determine la probabilidad de que la concentracién sea menor que un 30%
delaconcentracidn inicial de particulas para un tiempoigual a 12 minutos
considerando un volumen de 1 L y 0.001 L, respectivamente.

Solucioén:
El proceso que tiene lugar a escala microscoépica se describe de la forma:

X -2

donde X es la particula cuyo comportamiento se desea modelary y
representa a una de las particulas mas pequenas en las cuales se des-
compone X. Como solo interesa el comportamiento de un tipo de parti-
cula, la ecuacion maestra es unidimensional. El vector de cambio queda
definido como:

k=-1

y la probabilidad de transicion por unidad de tiempo se describe como:

¢
=g _=gX
w g(X_l)! g

donde g es un parametro del sistema que se relaciona con la constante
de velocidad de desintegracion de X.
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3.2. Solucion de la ecuacion maestra

La solucion de la ecuacion maestra significa encontrar la funcion de pro-
babilidad o el comportamiento de los momentos de la misma. En realidad,
el método de solucién que se expone en el ejercicio resuelto 3.2, consis-
tente en multiplicar por n¥ y sumar para todas las n para determinar
el comportamiento del momento Vv solo es valido cuando las probabi-
lidades de transicion son lineales, con respecto a n. Se ha demostrado
que cuando las probabilidades de transicion por unidad de tiempo son
lineales la probabilidad es normal o gaussiana, por lo que lamisma queda
completamente determinada a partir del primero y segundo momento.

Sin embargo, este método no puede aplicarse cuando las probabilida-
des de transicion por unidad de tiempo no son lineales. En este sentido,
existen diferentes métodos que pueden ser aplicados, pero todos ellos
solo permiten obtener una solucién aproximada, dada laimposibilidad de
encontrar una solucién analitica de forma explicita.

El método de desarrollo de la Ecuacién Maestra con aproximacion lineal
alruido, desarrollado por van Kampen, permite obtener la solucién exacta
de la probabilidad cuando el proceso se encuentra en estado estacionario
(ya que en estado estacionario las fluctuaciones tienen una distribucién
de probabilidad normal) y/o cuando las probabilidades de transicién son
lineales (ya que se ha demostrado matematicamente que la solucién es
una probabilidad normal). En caso de que el proceso sea no estaciona-
rio y que las probabilidades de transicién por unidad de tiempo sean no
lineales, la solucién que se obtiene es aproximada.

Este método se basa en considerar que la magnitud de las fluctuacio-
nes internas depende de un pardmetro Q relacionado con el tamafo
del sistema observado, de forma tal que las fluctuaciones internas son
despreciables cuando el tamaiio del sistema es considerablemente ma-
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yor que el de las particulas microscépicas que lo componen. Se basa
en efectuar un desarrollo en series de potencias de Q y en determinar
las diferentes ecuaciones que se obtienen cuando se saca como factor
comun Q" Debido a que solo se toman las ecuaciones que describen el
comportamiento del primeroy segundo momento, el método se denomina
aproximacion lineal al ruido.

La aplicacion del método de desarrollo de forma exacta resulta ser com-
plicado desde el punto de vista matematico. Por esta razén se ha desa-
rrollado la siguiente metodologia, que no es mas que el mecanismo, para
determinar la solucion de la Ecuacion Maestra de una forma mas facil.

1. Dada una Ecuacion Maestra de la forma:

%ﬁm = (&£ (V) P(V,1)

donde, para simplificar, se ha tomado en cuenta un solo proceso micros-
cépico. En la ecuacion (3.3.1) N es el vector que representa a cada una
de las r tipos de particulas microscoépicas presentes en el sistema:
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2. El valor esperado <N> se determina como:

A ()

G| [em(n)

| Lw()

dt r

3. El segundo momento, relacionado con la varianza es:

<n12 ) . (nn,)
[ . n])=| . . .
n, (nlnr> : <nr2 )

n

o7)- {

4. Se determina la matriz A, la cual esta definida por:

A(( N)) — d (K W«N >))

dN
[
= |l () - k(W)
[k (V) dk, W ((N))
dm : dm
) awl(v)  aw()
L dn, : dn,

3.3.4

w

3.5

3.3.6
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5. Se determina la matriz B de la forma:

B(W))= kW ((N))

k,

=1. ][k1 . kJw((N))

k

7

[ Ew(N)) . kkW(N >)]

(V) . ew()

6. La ecuacion para la varianza o segundo momento de las fluctuaciones
queda determinado como:

a(N°)

—t=A(W))N?)+ () a((w) +B( )
deZ’rE](N)) . dk, an <n>
dkld'fw)) _ dkg’n(( ) <n1nr> . <nr2>
() ()25 Y
+ . . . . . .
() . (n2) || 2D sl
[ Kw(N) . kkI((N))
+ . . .
(V) . ()




MODELACION DE LAS FLUCTUACIONES INTERNAS

7. Para precisar el modelo mesoscopico del sistema, se establece la re-
lacién entre el nimero de entidades N y el vector x correspondiente a
las variables macroscépicas intensivas. Asi se obtiene para que el valor
esperado es:

mientras que la varianza:

donde Q es un parametro que representa el tamano del sistema.

Sustituyendo adecuadamente las ecuaciones (3.3.9) y (3.3.10) en las
ecuaciones (3.3.4) y (3.3.8) se obtiene el modelo mesoscdpico del sistema:

d{x) f(Q)

o =K (x) 1(@)

d(x’) [/ @F
dt

= A((x) @)= @) + (=) /@ [4lx) @)
+B((x) (@)

La solucidn estacionaria es alcanzada haciendo igual a cero la derivada
con respecto al tiempo en el lado derecho de las ecuaciones (3.3.11) y
(3.3.12).

3.39

3.3.10

3.3.11

3.3.12
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El primer paso consiste en la obtencion de la ecuacion maestra. El primer
proceso esta relacionado con la entrada de las particulas del tipo 1 en el
sistema, de forma que:

W=N

donde el vector de cambio en el nimero de entidades asociado a este
proceso esta definido por:
1
K, =
0

El segundo proceso corresponde a la interaccion de 4 particulas del tipo
1 para dar lugar a 1 particula del tipo 2. De este modo:

, ! ' !
s - e

La aproximacion se establece porque cuando el nimero de particulas es
muy elevado, es posible considerar solamente el término correspondiente
al mayor exponente.

El vector de cambio correspondiente a este proceso es:

o

El proceso 3 se relaciona con la salida de las particulas del tipo 1 del
sistema. Se toma en cuenta que la probabilidad de transicién de que este
proceso tenga lugar es proporcional al inverso del tiempo de residencia
T de las particulas, de forma que:

E
V(-1 v

El vector de cambio de este proceso esta definido como:

ol

VVS=
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Ahora se sustituye la ecuacioén para la varianza en funcion de las variables
intensivas y de las constantes de velocidad macroscépicas asociadas
con el proceso mediante el cual 4 particulas del tipo 1 dan origen a 1
particula del tipo 2.

d<C12> 2 3 R (C >3R
Al 2ycym +F)<c5>+#21<qcz>
F F
+% C07+4<C1>4R1+C1 7)
d<C§> F P,V s F
A L)

HGG) L {ucyvm + Floc)+ Eoicyr(c)

2

En el estado estacionario las derivadas temporales se hacen igual a cero,
de forma que el modelo de estado estacionario esta definido por:

R2<C1> =+C,
%(4(C1)3VR1+F)<C12>—R'<2C—'>3R‘( C,)= i’,‘,i(Co{;l+4(C>4R +clg)
—%(4(C1)3VR1+F CC )+ (CY R(C)-+F(CC,) =22(C) R,

~24(c2) = ( R(CY +5(C,)

El término de la derecha de las ecuaciones correspondientes a la varianza
es proporcional a la relacion entre el volumen de las particulas y el volu-
men del sistema, por lo que las fluctuaciones seran apreciables cuando
esta relacién tenga un valor apreciable.
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ECUACION DE FOKKER-PLANK

4.1. Obtencion de la Ecuacion de Fokker-Plank

La ecuacion de Fokker-Plank, al igual que la Ecuacion Maestra, es obtenida
apartirde laecuaciéon de Chapman-Kolmogorov, pero tomando en cuenta
que las variables que describen al sistema bajo estudio son continuas en
lugar de discretas, por lo que se puede estimar como una aproximacion de
la Ecuacion Maestra cuando el nimero de particulas se puede considerar
como una variable continua.

La ecuacion de Fokker-Plank para sistemas que se describen en funcién
de una sola variable tiene la forma:

@?%{A(y)}’(y;t)}%g{l?(y) P(y;1)}

mientras que para el caso multivariable esta ecuacién es:

w _ _25{A,.(yl,..y,;t)P(yl,--yr;t)}

yr’t)P(yl’ yr’t)}

i=l j=1 2ayay

La ecuacion de Fokker-Plank tiene algunas ventajas en comparacion con
la ecuacion maestra. En primer lugar, es una ecuacion diferencial parcial
que es mas facil de resolver desde el punto de vista matematico que una
ecuacion diferencial en diferencias
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En segundo lugar, no se requiere conocer o establecer el comportamien-
to de las probabilidades de transicion por unidad de tiempo, sino de las
funciones A(y) y B(y), las que pueden ser obtenidas experimentalmente.
En este sentido, A(y) se encuentra relacionada con el comportamiento
promedio de la variable:

mientras que B(y) se corresponde con el comportamiento observado
de las fluctuaciones:

Cuando se analiza el caso de las fluctuaciones internas, y representa al
numero total de particulas presentes en el sistema, y sucomportamiento
puede ser estimado a partir del modelo determinista del sistema. En este
caso, supéngase que A(y) puede ser expresada como:

Ay)=34)

entonces B(y) puede ser estimado mediante la ecuacion:

B(y)=Y|4(»)

donde |A:(y)| significa el valor absoluto de A (y).
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La solucion de la ecuacion de Fokker-Plank para el estado estacionario es:

donde C esuna constante de normalizacion, la cual se determina consi-
derando que la funcién de probabilidad acumulativa paratodos los valores
posibles de la variable es igual a la unidad.

Se puede demostrar, ademads, que el comportamiento del valor esperado
y la varianza de la probabilidad P se determinan como:

20"~ 2= ()40 +(20)

dt
En el caso de la solucién de estado estacionario, se tiene que:

A(y,)=0

Vs

e )

t, dy

s

donde k(t) esla funcién de autocorrelaciéony to es el tiempo de auto-
correlacién temporal.
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Ejercicio resuelto 4.1

Solucioén:

Se tiene un reactor de mezcla completa donde se produce una reaccion
autocatalitica de segundo orden y cuya ecuacion determinista, obtenida
a partir de un balance de materia, esta dada por:

ee kC? —£C+£C0
dt V vV

donde Co es la concentracion de entrada, F el flujo de entrada, V el
volumen del reactor (constante), k la constante de velocidad de reaccion
y C laconcentraciéon de salida. Co y F setoman como constantes.

Considere la siguiente relacion entre las variables intensivas macrosco-
picas y el nimero de particulas (variable microscépica):

xX=cv
X, = FC,

Determine el modelo mesoscaopico de estado estacionario y la funcion de
probabilidad correspondiente a partir de la ecuacion de Fokker-Plank.

A partir de la ecuacion determinista del sistema y tomando en cuenta
la relacion entre las variables intensivas y las extensivas se determina:

ax k _, X
—=—X’-F=+X,
da vV 4









ECUACION DE FOKKER-PLANK

Por lo tanto, la ecuacion para la varianza de las fluctuaciones internas en
estado estacionario queda de la forma:

1t F T e ) + (=) |
a=73 JFP-4ixy)

vV

(& (F 77—t )] + G [F;W"VD) +X,
JF2-akxyv)

vV

~=

N | =

2 _
o=+

En este caso, para la solucién 1 se obtiene una varianza negativa. Esto es
imposible desde el punto de vista fisico, de donde se deduce que aunque
matematicamente son posibles varias soluciones, realmente solo es valida
la solucién correspondiente a X2.

Sustituyendo ahora por la variable determinista se obtiene para el valor
esperado de estado estacionario:

mientras que para la varianza se obtiene:

ol (47— 77—ty + Fla 7 - 77 —akzcy)) vx,

2 v2(F? —4kFCV)

El tiempo de autocorrelacion temporal esta dado por:
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4.2. Relacion entre la Ecuacién Maestra y la Ecuaciéon de
Fokker-Plank

La ecuacion de Fokker-Plank puede ser utilizada para encontrar la solucién
de la ecuaciéon maestra. Este método es valido cuando el cambio que se
produce en el nimero de particulas en el sistema como resultado de la
ocurrencia de un proceso a escala microscopica es despreciable en rela-
cion con el numero total de particulas presentes en el sistema.

En este caso para la ecuacion maestra:

la ecuacion de Fokker-Plank correspondiente esta dada por:

AP 2 g )l -2 () o)

4.2.1

4.2.2
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FLUCTUACIONES EXTERNAS. CONFIABILIDAD Y PROBABILIDAD DE FALLAS

5.1. Ecuaciones diferenciales estocasticas y método de
Montecarlo

El método de modelacién estocastica basado en la ecuacién maestra
predice el comportamiento de las fluctuaciones internas, las cuales
son causadas por el comportamiento de las particulas microscépicas
que describen al sistema bajo estudio. Esto permite obtener el modelo
mesoscopico, el cual predice el comportamiento del valor esperado de la
variable macroscépica y de las fluctuaciones internas que se producen
alrededor de este valor.

En ocasiones, sin embargo, se presentan fluctuaciones en las variables de
entrada al sistema bajo estudio. Estas fluctuaciones externas no pueden
sermodeladas mediante la ecuacién maestra, sino que se requieren otros
métodos para ello. La idea fundamental es obtener una ecuacion que es
funcion de estas fluctuaciones externas y resolverla, obteniéndose enton-
ces el modelo estocastico del sistema. En este sentido, los métodos ana-
liticos han sido desarrollados a partir de considerar que las fluctuaciones
externas tienen una funcién de probabilidad normal, con valor esperado
igual a cero y varianza conocida, y que estas fluctuaciones cumplen con
la propiedad de Markov. A partir de estas consideraciones se obtiene una
ecuacion diferencial estocdastica cuya solucién es el modelo estocastico.
En caso de que estas condiciones no se cumplan es necesario aplicar
métodos numéricos de simulacion para modelar el comportamiento del
sistema, como el método de Montecarlo.

5.2. Modelacion estocastica aplicando métodos analiticos.

Para determinar el modelo estocastico analitico del sistema se aplica la
siguiente metodologia:
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1. Obtener el modelo determinista del sistema e identificar la variable
estocastica de entrada:

dy _ ..
% —f(y,x ,t)

donde y es la variable que describe el comportamiento del sistema, x*
es la variable estocastica de entraday t es el tiempo.

2. Sustituir en la ecuacién determinista la variable estocastica por la suma
de su valor esperado mas un término § querepresenta las fluctuaciones
asociadas a esta variable:

x' = <x> +T¢&
@ = rbnt+ 3T

donde I es un término que representa la magnitud de las fluctuaciones,
de forma que:

I'=0c?

X

3. La ecuacion (5.2.3) debe ser expresada de la forma:

D A+ CRITE

dy = A(y)dt+C(y)¥T &t
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4. Se puede demostrar que debido a que las fluctuaciones son gaussianas
y cumplen con la propiedad de Markov, se obtiene

&t =dw
donde W es una variable estocéastica cuya funcion de distribucién de pro-

babilidad es un proceso de Weiner, de forma que la ecuacion diferencial
estocastica que describe al sistema bajo estudio esta dada por:

dy = A(y)dt + C(y)ATaw

5. La ecuacion de Fokker-Plank correspondiente a la ecuacion (5.2.6) es:

2200)__3 [[ 1 L) S0
282 o) O 0t

dy

6. La solucion de la ecuacion (5.2.7) constituye el modelo estocastico
analitico del sistema bajo estudio.

5.2.5

5.2.6
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Ejercicio resuelto 5.2

528

Solucion:

Se tiene un sistema cuya ecuacion determinista esta dada por:

dC
2 _kc+fC, - fC
dt HIG - S

donde C es lavariable que describe el comportamiento del sistema, fy
Co sonvariables de entraday k es un parametro del sistema. Determine
el modelo estocastico de este sistema, para operacion en estado estacio-
nario, si se conoce que f es una variable estocastica con una funcion de
distribucion normal y donde el tiempo de autocorrelacion temporal puede
considerarse despreciable en relaciéon con el intervalo de tiempo en que
se realizan las observaciones. *

* Debido a que Af>>{, se puede considerar que las fluctuaciones

cumplen con la propiedad de Markov.

La variable estocastica de entrada se expresa de la forma:

f=(f)+3jore

de donde la ecuacion diferencial estocastica queda entonces como:

9C 4 elcy-oir)e3/ome)

dt
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5.3. Método de Montecarlo

El método de Montecarlo es un procedimiento que se emplea para obtener
el modelo estocastico de estado estacionario del sistema mediante la
simulacion de una realizacién del mismo.

Esta realizacion se lleva a cabo de la siguiente manera:
1. Obtener la ecuacién determinista del sistema bajo estudio.

2. ldentificar la variable estocdstica de entrada al sistemay determinar
su funcion de probabilidad correspondiente.

3. Obtener un valor aleatorio de la variable de entrada tomando en
cuenta su funcion de probabilidad inversa.

4. Sustituir la variable aleatoria de entrada obtenida en 3) en el modelo
determinista y calcular la variable de salida.

5. Repetir 3 y 4 hasta obtener una realizaciéon completa del proceso
(comportamiento estocastico simulado de la variable de salida).

6. Tomar los datos obtenidos en 5) y ajustarle la funcién de probabi-
lidad correspondiente mediante métodos estadisticos, o calcular los
momentos de esta distribucion.

Notese que este método requiere de conocer los datos relativos al
comportamiento de la variables y los parametros del sistema, ya que
es un método numeérico.
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5.4. Confiabilidad y probabilidad de fallas en procesos tec-
nolégicos

La gran mayoria de los procesos tecnoldgicos son concebidos y disefiados
contemplando obtener un producto que debe cumplir con un conjunto
de especificaciones, lo que se asegura a través del control apropiado de
un conjunto de variables durante el proceso de fabricaciéon. Visto desde
este enfoque, tedricamente el proceso debe operar de tal forma que se
garantice que el producto mantenga siempre la calidad especificada. Sin
embargo, en la practica pueden ocurrir eventos que causen que las va-
riables de proceso se desvien de los valores establecidos, trayendo como
resultado una afectacion de la calidad del producto. Estos eventos ocurren
de forma aleatoria y tienen su origen fundamental en la interaccién del
sistema con su entorno.

La confiabilidad de un proceso se define como la probabilidad de que el
producto cumpla con las especificaciones establecidas. Para un proceso
en estado estacionario, donde la calidad del producto se evalta a través
del comportamiento temporal de una o varias propiedades quimico fisicas
de este que se monitorean en el tiempo, esta confiabilidad Q se identifica
con la fraccion del tiempo total de operacién durante la cual la variable
que cuantifica la calidad se encuentra dentro de los valores especificados
en el diseno.

La probabilidad de fallas F, por otra parte, se identifica con la probabili-
dad de que el producto no cumpla con las especificaciones establecidas,
cumpliéndose en este caso que:

F=1-0Q

Los procedimientos de diseno de muchos equipos toman en cuenta la posi-
bilidad de fallas mediante la inclusién de factores de seguridad, los cuales
se establecen la mayoria de las veces con base en criterios empiricos.
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Por ejemplo, cuando se disefia un intercambiador de calor, se introduce el
término factor de obstruccion, a partir del cual el area del intercambiador
se calcula en un % superior a la estrictamente requerida para garantizar
las temperaturas de entrada y salida especificadas, de tal forma que se
mantengan estas condiciones aun cuando haya una disminucién apre-
ciable de la capacidad de transferencia debido a la formacion de incrus-
taciones en los tubos.

Los métodos estocasticos basados en las fluctuaciones externas consti-
tuyen una via interesante para establecer los parametros de disefio de un
proceso tomando en cuenta explicitamente la confiabilidad sin necesidad
de recurrir a criterios empiricos.

Para esto se puede aplicar la siguiente metodologia general:

1. Identificar la variable que cuantifica la calidad del producto y
obtener el modelo determinista en estado no estacionario del
comportamiento de esta variable con respecto a otras variables y
parametros del proceso.

2. ldentificar las variables y parametros del proceso que muestran
un comportamiento aleatorio en el tiempo y determinar el valor
esperado y la varianza de estos.

3. A partir de la ecuacion determinista y los promedios y varianzas
especificados escribir la ecuacion diferencial estocastica que des-
cribe el comportamiento estocastico de la variable que cuantifica
la calidad.

4. Resolverlaecuacion diferencial estocastica para obtener la funcion
de distribucién de probabilidad que describe el comportamiento
de la variable de interés.

5. Calcular los parametros de disefio que garantizan que la variable
se encuentre dentro del intervalo de valores establecidos, con una
probabilidad especificada.
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A partir de estos criterios se tiene que la constante de integracion C esta

dada por:
_L V2 [2
2z ext|\[4 )V EVY

y la funcién de probabilidad se escribe:

P(y)=% T ef( ﬁ)\/; eXp( . VIOEE) }

Por tanto, la confiabilidad Q asociada a que y se encuentre entre los va-
lores y1y y2 esta dada por:

0- % = \/; ( = OE)ZJ
o ( <y2 OE) - erte{ [ (- 0E))
Aertel [+E)-1)

donde erfc(x) representa la funcién error complementaria.
Se propone el siguiente procedimiento de disefo:

« Especificar el valor esperado Oy la varianza V de yo.
Especificar el valor esperado de eficiencia E
Especificar el intervalo de valores permitido para y (y1,y2) y la
confiabilidad Q con la cual se quiere operar. A partir de estas es-
pecificaciones se determina mediante métodos numéricos el valor
del parametro de disefo fa partir de la ecuacion:
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6.1. Concepto de dimension

La palabra dimension se define, de forma general, como un aspecto o
faceta de algo, teniendo diversos usos de acuerdo al contexto en el cual
se trata. Por ejemplo, puede tratarse de una caracteristica de un deter-
minado asunto, como cuando se plantea «la dimensién econémica de las
medidas tomadas por el gobierno indica una medida de la crisis a la que
se enfrenta» o «el estudiante no entiende la dimensién de sus problemas
disciplinarios».

Desde el punto de vista cientifico, la dimensidn se relaciona con el tamafio
de algun objeto, es decir, con el espacio total que este objeto ocupay el
ndimero de coordenadas espaciales que son necesarias para definir este
tamafo. Asi, un punto es un objeto que tiene dimensién cero; un conjunto
de puntos forma una linea, la cual tiene dimensién espacial 1, donde el
tamafo de un objeto contenido dentro de esta linea se caracteriza a través
delalongitud; un conjunto de lineas forma un espacio de dos dimensiones
(plano), y el tamano de un objeto alojado en éste se relaciona con el area
ocupada por este objeto; un conjunto de planos forma un espacio de tres
dimensiones, y el tamafio de un objeto dentro de este se identifica con
el volumen. En la geometria euclidiana, que es la que habitualmente se
emplea parala medicién y disefio de objetos, la dimensidn de un espacio
dado se relaciona con el nimero de coordenadas que se necesitan para
localizar un objeto en dicho espacio. Debido a nuestra precepcién del
mundo, el nimero maximo de dimensiones que pueden ser visualizadas
es igual a tres, aunque en determinados contextos de la fisica y la mate-
matica se puede eventualmente trabajar con espacios con mas de tres
dimensiones. En la Figura 1 se muestra un teseracto o hipercubo, que
corresponde a una representacion en un espacio de cuatro dimensiones.
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HIPERCUBO

un teseracto o hipercubo es una figura formada por

dos cubos tridimensionales desplazados en un cuarto eje

dimensional en un espacio tetradimensional, el teseracto es
un cubo de cuatro dimensiones espaciales. Se compone de 8
celdas cUbicas, 24 caras cuadradas, 32 aristas y 16 vértices, esto
tomando en cuenta el desarrollo del polinomio

Figura 1. Visualizacion de un objeto cubico en cuatro dimensiones

El calculo del tamafio de un objeto depende del nimero de dimensiones
del espacio en el cual este se encuentra situado, asi como de la morfo-
logia particular que presenta este objeto. El punto tiene un tamafo igual
a cero. La medicion del tamafio de una linea, la cual se encuentra en un
espacio unidimensional, se establece a partir de un determinado patrén de
longitud /o. Asi, el tamafio de la linea se define con base en la cantidad de
segmentos, de longitud /o que se necesitan para cubrirla completamente
aesta, segun seilustraenlaFigura 2. Evidentemente, el valor numérico de
la longitud de una linea depende del patrén de longitud seleccionado, asi
como de las unidades de medida que se emplean para esto (centimetros,
metros, pies, pulgadas, etc.)
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L=51,

b 4
A

> —>

lo

A

Figura 2. Medicion de la longitud de una linea

La determinacion del tamafo de un objeto instalado en un espacio de dos
dimensiones depende de la forma de éste. La figura mas simple que se
puede representar en un espacio en dos dimensiones es un rectangulo,

cuya area (tamano) se determina como el producto de la longitud por el
ancho (Figura 3).

B =31,
'
A=15.1 !
oo Area = 3x5 B,
I, §
:
—r——r+———F

Figura 3. Determinacion del tamano de un objeto en dos dimensiones
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El rectangulo es una figura muy simple, ya que sus lados son paralelos a
los ejes de coordenadas del espacio en dos dimensiones. La deduccién
del valor del area de una figura con bordes curvos ya resulta mas compli-
cada, como es el caso del area de un circulo, la cual se determina como:

A=nR’

donde R es el radio del circulo. Se pueden tener figuras mas complicadas,
como la que se muestra en la Figura 4, en la cual el area se determina
contando el nimero de cuadrados que se encuentran inmersos en esta.

P X
1 ]0 1 2 3 4 5 e 7 8 ® 10 1

Figura 4. Determinacion del area de una figura regular mediante conteo de
los cuadrados contenidos en esta

Para el célculo del volumen (tamaio) de un objeto de tres dimensiones
se sigue un procedimiento semejante, pero involucrando una coordenada
adicional (Figura 5).
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Figura 5. Calculo del volumen de diferentes objetos regulares
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Los ejemplos mostrados anteriormente, aunque pueden presentar de-
terminadas complicaciones matematicas debido a la forma de la figura,
corresponden todos a objetos regulares, los cuales pueden ser descritos de
forma apropiada a través de la geometria euclidiana. Si bien este método
resulta adecuado para el estudio y disefio de objetos construidos por el
hombre, la naturaleza es mucho mas rica, y de forma general encontra-
mos muy pocos objetos naturales que puedan ser considerados como
euclidianos. Como es evidente, las nubes no son esferas, las montanas
no son conos (Figura 6), los continentes, aunque se parecen a tridngulos
o cuadrados, en realidad muestran morfologias muy irregulares (Figura 7).

Figura 6. Nubes y montanas
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Antarctica

continents

Figura 7. Forma de los continentes

6.2. Estimacion de la dimensién de una linea irregular

Si el procedimiento expuesto anteriormente se aplica a la determinacién
de lalongitud de una linea irregular ocurre una cosa muy curiosa. Debido
a que el patron de medicion utilizado es un segmento de linea recta, al
superponer el mismo sobre la linea ocurre que, si la longitud del patrén
es demasiado alta, existiran secciones en las cuales la longitud medida
resulta menor que la longitud real, lo cual se debe a la presencia de las
irregularidades. La solucién en este caso consiste en seleccionar un pa-
tron de longitud menor, de tal manera que estas irregularidades puedan
ser mejor cuantificadas (Figura 8). Sin embargo, en los objetos naturales,
como por ejemplo las costas (Figura 9), se encuentranirregularidades que
se repiten independientemente de la magnificacion de la escala, de tal
manera que silalongitud del patrén es muy pequeiia (para una costa, debe
tender al tamafio de un 4tomo), resulta que la linea tiene una longitud que
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tiende ainfinito. Este resultado indica que la determinacion del tamafio de
las figuras irregulares a través de los conceptos clasicos de la geometria
euclidiana resulta una tarea muy dificil de acometer. Afortunadamente
este problema fue resuelto el siglo pasado a través de la creacion de la
geometria fractal.

Figura 8. Medicion de la longitud de una linea irregular a partir de diferentes
patrones

Figura 9. Forma de las costas
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6.3. Definicion de objetos fractales

Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura basica, fragmentada
o irregular, se repite a diferentes escalas. El término fue propuesto por
el matematico Benoit Mandelbrot en 1975 y deriva del latin fractus, que
significa quebrado o fracturado. Los fractales son objetos que, debido ala
complejidad de sumorfologia, no pueden describirse mediante la geome-
tria euclidiana. De hecho, de lo que se trata es de describir estos objetos
a partir de propiedades estadisticas generales, las cuales se repiten a
diferentes escalas de magnificacién. Los fractales matematicos pueden
ser obtenidos a partir de la iteracion de determinados algoritmos, como
los que se muestran en la Figura 10. De manera general, los fractales
tienen dos propiedades generales:

+  Autosimilitud: El objeto muestra las mismas propiedades estadisti-
cas a diferentes niveles de magnificacién. De hecho, su morfologia
como un todo esta generada por la repeticion a escalas cada vez
mas pequenas de una morfologia semejante.

« Autoafinidad: El tamaio del objeto puede ser estimado a partir de
una funcién de potencias cuyo exponente se corresponde con la
dimension fractal.

Yo
af‘ N alr ;'g

Figura 10. Fractales obtenidos mediante la iteracién de algoritmos matematicos
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6.4. Definicion de dimension fractal

De acuerdo con la geometria fractal, la dimensién fractal D es un nimero
real, generalmente fraccionario, que permite generalizar el concepto de
dimensién para objetos irregulares. Este nUmero es un exponente que
cuantifica en qué medida el objeto llena el espacio euclidiano en el cual el
mismo se encuentra alojado. Desde el punto de vista matematico existen
diferentes maneras de definir la dimension fractal dependiendo de los
aspectos que se deben considerar. De esta manera se define la dimension
de Hausdorff-Besicovitch, la dimensién de empaquetamiento, la dimen-
sién de homotecia y las dimensiones de Rényi. Ninguna de estas puede
ser considerada como absoluta para todos los casos, ni tienen el mismo
valor para un mismo objeto, ya que esto depende de las caracteristicas
internas propias de cada objeto fractal. Aunque puede darse el caso de
que paraun mismo fractal tengan el mismo valor, no pueden considerarse
como magnitudes equivalentes.

En la practica, algunas definiciones de dimensién fractal resultan mas
sencillas de calcular, y por eso son las mas ampliamente usadas. Entre
estas se encuentra la dimensién determinada por el método de conteo
de cajas, la cual es la mas sencilla de interpretar, por su implementacion
logaritmica. En general, la dimensién fractal es diferente que la dimensién
topoldgica. Asi, una linea irregular, que tiene como dimensién topoldgica
un valor igual a 1, tiene un valor de dimensién fractal que es un nimero
no entero que se encuentra entre 1y 1.5. En este caso, la linea irregular
requiere de dos dimensiones para poder representarse adecuadamente
(por ejemplo, en un plano), pero no puede considerarse como una figura
en dos dimensiones. Es como si fuera demasiado grande para ser tratada
como un objeto de una dimensién, pero demasiado pequena para consi-
derarse como un objeto de dos dimensiones.

La longitud de una linea fractal se estima a partir de la expresién:

L=kl’
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donde k es un parametro que toma en cuenta el nivel de magnificacion
considerado, | es la distancia de la linea recta que une los puntos inicial
y final de la linea y f es la dimensioén fractal.

Paralos fractales matematicos existen diferentes maneras de determinar
la dimension fractal, de tal forma que el valor calculado es exacto. Esto
no ocurre asi para el caso de los objetos naturales, donde lo que puede
hacerse es estimar la dimensién fractal a partir de unaimagen o fotogra-
fia en dos dimensiones del objeto en cuestion. Su calculo requiere de la
aplicacion de diferentes métodos de tratamiento de imagenes y de deter-
minacion de la dimension fractal, para lo cual se dispone de diferentes
softwares disponibles libremente en internet.

6.5. Calculo de la dimension fractal por el método de conteo
de cajas

Uno de los métodos mas sencillos para calcular la dimensidn fractal es el
denominado por conteo de cajas, el cual se basa en convertirlaimagen del
objeto bajo estudio (Figura 11.a) en una imagen binaria (pixeles negros y
blancos) (Figura 11.b) y dividir el plano donde esta contenida estaimagen
en celdillas de tamaiio 7o (Figura 11.c). Se cuentan entonces en cuantas
celdillas se encontraron pixeles de color negro. Este proceso se repite,
disminuyendo el tamafio de las celdillas hasta un valor relativamente muy
pequeno. El préximo paso consiste en construir un grafico, donde en el
eje delas x se muestra el logaritmo del inverso del tamafio de las celdillas
y en el eje de las y, el logaritmo del nimero correspondiente de celdas
ocupadas por pixeles negros. La pendiente de este grafico se corresponde
con el valor de la dimensién fractal (Figura 11.d), de tal manera que esta
se representa como:
f=—lim In N(e)
-0 ]11%

donde € representa el tamano de la celda. En este caso, el objeto anali-
zado (Figura 11.a) tiene un valor de dimension fractal igual a 1.1935.
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Figura 11.a. Fotografia aérea de una costa

b : <

e N

Figura 11.b. Contorno de la costa
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K

i

LA ——

ol
.

. eb 'J‘[j
Dha-\,\,ln b

Figura 11.c. Método del conteo de cajas

/

log {count)
/ g

log {box size)

Figura 11.d. Estimacion de la dimensidn fractal por el método del conteo de
cajas
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El método descrito anteriormente es valido para determinar no solo la
dimension de lineas irregulares, sino también para analizar las imagenes
de objetos en dos dimensiones, como el que se muestra en la Figura
12a, que corresponde a la hoja de una planta. Igual que en el caso de
una linea, se requiere convertir la imagen en binaria, dividirla en celdas y
contar el niumero de celdas ocupadas. Esta imagen tiene una dimension
fractal igual a 1.7786. Nétese que este objeto, que es visualizado en dos
dimensiones, tiene una dimensién fractal menor que la unidad, ya que el
mismo no ocupa toda el area disponible.

log {count)

log {box size)

Figura 12.b. Dimensién fractal de la hoja de una planta
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6.6. Aplicacion de la dimension fractal en el estudio de
superficies sélidas

Las superficies sélidas, a diferencia de las interfaces liquido-liquido y
liquido-gas, se caracterizan porque su area superficial depende de una
forma compleja de diferentes factores, entre los cuales se pueden men-
cionar la composicion quimica del sélido, los procesos involucrados en
la formacién del mismo y otros relacionados con el efecto del ambiente
sobre la superficie. En este sentido, aun cuando en la escala macroscopi-
ca una superficie parece ser lisa, en una escala mas pequeia se pueden
observar multiples irregularidades, de tal forma que el area superficial en
realidad resulta mucho mayor que la que se corresponde con una super-
ficie lisa. Desde el punto de vista clasico, la rugosidad de una superficie
se identifica con el valor promedio de la diferencia de alturas que se ob-
serva en la escala microscoépica. La rugosidad de una superficie sélida
juega un importante papel en el campo de la ingenieria, donde se pueden
mencionar como ejemplos que el incremento de la rugosidad de la pared
de los tubos a través de los cuales se transportan los fluidos aumenta
la caida de presion y se asocia con la ampliacién de la magnitud de las
fluctuaciones en la velocidad. Los materiales de construccién con mayor
rugosidad implican un mayor consumo de pintura con fines decorativos
y de proteccidn; si hablamos de neumaticos, la probabilidad de ocurren-
cia de accidentes es mayor cuando pierden rugosidad debido a su usoy
envejecimiento.

No se dispone auin de ecuaciones generales, validas para todos los casos,
para predecir el valor exacto del area de una superficie sélida, siendo ne-
cesaria su determinacién experimental. Una de las caracteristicas mas
interesantes que se encuentran es que el valor del area superficial de un
mismo solido depende del método de mediciéon empleado.

Existen dos métodos clasicos que se emplean para la medicién del area
superficial por unidad de volumen, o area superficial especifica, de un

123



124

CAPITULO 6

solido. El primero tiene un fundamento termodindmico y se basa en la
medicion del calor de inmersiéon generado cuando un sélido se introduce
en un liquido en el cual es insoluble. El segundo se basa en sumergir el
soélido en un liquido en el cual es soluble, y medir el comportamiento del
soélido disuelto con respecto al tiempo, donde la velocidad de disolucién
inicial es directamente proporcional al area del sélido. Ambos métodos
solo permiten hacer una estimacion gruesa del area superficial del sélido.

Actualmente se puede emplear un tercer método, basado en el andlisis
morfoldgico de las imagenes de la superficie obtenidas para diferentes
niveles de magnificacién. La rugosidad de una superficie puede expre-
sarse a través del exponente de rugosidad local a, que toma en cuentala
magnitud de las fluctuaciones que se presenta en la diferencia de altura
entre los puntos espaciales de una superficie. El valor de este exponente
se relaciona con la dimension fractal de acuerdo con:

a=2-f

y se espera que las interfaces que presenten un mayor valor de dimension
fractal tengan asociada una mayor area superficial. En la Figuras 13 se
muestran las imagenes de dos interfaces diferentes, donde la superficie
1, que a simple vista nos parece que es la mas irregular, es la que tiene
una mayor dimension fractal y por tanto una mayor area superficial.
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Figura 13.b. Superficie 2
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Figura 13.d. Perfil de alturas de la superficie 2 en tres dimensiones
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EJEMPLO DE APLICACION DE LA GEOMETRIA FRACTAL Y METODOS ESTOCASTICOS.

Problema. Explicar la dependencia existente entre la dimensién fractal de
los agregados cristalinos que se forman en 2D con respecto a la concen-
tracion y a la temperatura.

Hipotesis: La morfogénesis de los agregados cristalinos que se forman en
2D son un resultado de los procesos aleatorios de disolucidn y cristaliza-
cién que ocurren a nivel de las moléculas individuales, de tal forma que
el patrén formado es un efecto de las fluctuaciones internas que tienen
lugar en el sistema.

Objetivos: Obtener un modelo mesoscdépico que describa el proceso de
cristalizacion y ajustar este modelo a los resultados experimentales para
estimar la dindmica del proceso de cristalizacion a partir de la dimension
fractal que muestran los patrones formados. Ajustar el modelo propuesto
a los resultados experimentales observados.

7.1. Obtencién del modelo Mesoscépico

Para obtener un modelo mesoscépico que describa la formacion de los
patrones formados durante el proceso de cristalizacién se establecieron
las siguientes suposiciones:

1. Lacristalizacion ocurre en 2D, donde el area del sistema se divide en
N sitios totales de area aw.

2. Los procesos de cristalizacién y disoluciéon que ocurren a escala
microscopica tienen lugar con una determinada probabilidad de
transicion por unidad de tiempo.

3. La probabilidad se visualiza desde el punto de vista del conjunto y
se identifica con la fraccion de area total de la superficie que se en-
cuentra ocupada por los cristales.
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La variable microscoépica que describe al sistema es el nimero de
moléculas o agregados moleculares que forman los cristales.

La morfologia de los cristales formados es demasiado compleja para
poder describirse a través de la geometria euclidiana, siendo prefe-
rible el empleo de la geometria fractal. De esta manera, la variable
macroscoépica observada se identifica con la dimensién fractal f del
patrén observado, de tal forma que:

O~

donde O es la cantidad total de cristales presente en el sistemay | es
la distancia existente entre dos puntos espaciales del sistema.

6.

La probabilidad de transicién por unidad de tiempo de que la cantidad
de moléculas H que componen el cristal se incremente en 1 depende
de la interaccion de las moléculas disueltas nd con los sitios libres
n, de tal forma que:

|74 =—n,n
H+1/H d"’l
N

donde k (t7') eslaconstante de velocidad de cristalizacion, la cual depen-
de delavelocidad de difusién de las moléculas en el medio. Si se considera
que nd se puede representar como la diferencia entre el nimero total
de moléculas de la especie que cristaliza C presentes en el sistemay la
cantidad de moléculas cristalizadas H, y que el nimero de sitios libres
m es la diferencia entre el nimero de sitios totales N y la cantidad de
moléculas que componen al cristal en 2D, entonces la probabilidad de
transicion por unidad de tiempo Wy, /5 se escribe:

k
WH+1/H =N(C_H)(N_H)
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7. La probabilidad de transicion por unidad de tiempo Wy_,; de que
el nimero de moléculas cristalizadas disminuya en 1 debido a la
disolucién se asume:

Wyan =8H

donde g (t7') es la constante de velocidad de disolucion.

Definiendo P(H,t) como la probabilidad de que en el tiempo t el numero
total de moléculas cristalizadas sea igual a H y tomando en cuenta las
probabilidades de transicion por unidad de tiempo asumidas, la ecuacion
maestra que describe el comportamiento de P(H,t) se escribe:

OP(H,t) _ (& —1)%(C—H)(N—H)P(H,t)

o
HE" ~1)gHP(H 1)
P(H,,0)=1

La ecuacion maestra (5) es no lineal con respecto a las probabilidades
de transicién por unidad de tiempo, por lo que no tiene solucién analitica
explicita. Para obtener una solucién analitica aproximada se va a suponer,
razonablemente, que el cambio AH que tiene lugar en el sistema cuando
ocurre un proceso a escala molecular es despreciable en comparacion
H, de tal forma que H puede considerarse como una variable continua.
Esta suposicion permite expresar el operador paso que aparece en la
ecuacion maestra en forma diferencial:

2

S W
OH 20H

o 1 ¢°

E" =1+ —+=—
OH 20H
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Sustituyendo (6) en (5) y agrupando convenientemente se obtiene la
ecuacion de Fokker Planck:

@ = _%(% (C-H)N-H)- gHPj P(H,t)
+% ai; i (% (C-H)N-H)+ gH)P(H,t)

Definiendo las variables adimensionales:

/0:0‘E

N
a=24
ay

donde au es el area ocupada por una molécula cristalizada, y se toma
en cuenta que:

P(H,t)oH = P(p,1)op

entonces es posible expresar la ecuacion (7) en funcién de p, que es una
variable estocastica que representa la fraccion del area cubierta por los
cristales:

% = —%(K (v~ p)a-p)-gp)P(o,1)
+—(—):—22(K (w~p)a~p)+gp)Plp.1)
0
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donde:

En estado estacionario, o en las proximidades de este, la distribucion de
probabilidad puede considerarse normal o gaussiana, de tal modo que

para el valor esperado de p:

d(p)
dt

(P) o

para la varianza:

do
dt

o, =0

donde:

=Ky —(p))la-(p))-£(p)

=P

Q

99 280+~ (Kl ~(p))a—(0))+ £(p))

Y para la funcién de probabilidad:

P(p)

~(p))

- \2ro

p[ o
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Si la probabilidad se visualiza desde el punto de vista del conjunto, en-
tonces ladensidad @ de sustancia que existe en el sistema se identifica
con el valor esperado de la probabilidad, de tal forma que:

¢ = [ P(p)P(p)dp
(P(p))

G

31~

Siendo G constante.

Si el sistema se observa en la escala mesoscépica donde Q — [*. p=1?
representa la longitud caracteristica de una entidad individual, la magni-
tud de las fluctuaciones internas es comparable al valor esperado. Si es
expresada ® como una funcion de potencia de /:

g~1"

donde:

. an(o(?)*) (d]nl)_l

11 dl dl

Y se toma en consideracion la definicion de dimensién fractal de capa-
cidad entonces:
@ ~gl*
~17
De tal manera que la dimensién fractal se puede estimar a partir de la
relacion:

f=2+v
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A partir del formalismo propuesto es posible obtener diferentes modelos
que permiten relacionar la dimensién fractal de las estructuras cristalinas
observadas con un parametro que se relaciona con la dindmica de su
formacioén. En estado estacionario la varianza esta dada por:

o1 gp+Kl@-p)v-p)
Q2g+2Ka+2Ky —-4Kp

En la escala mesoscépica p=/? de tal forma que la ec. (21) puede ser
reescrita como:

o= Lgll)rKla= )y -(2)

Q2g +2Ka + 2Ky —4K(1?)

De tal forma que a partir de las ecuaciones (18) y (20) se obtiene:

rezegg o)) oy

1-1 dl dl

f=2- ('/’(2—'//)—(a—1)2—1)a2+2a+1
(@ -D+p’(@-1)+yB—4a)+3a—2)a’ +(ay—T)a+1

donde:

K
a=—
g

arepresenta el cociente entre la constante de velocidad de cristalizacion
y la constante de velocidad de disoluciény W es un parametro que se
identifica con la concentracion total de la sustancia que cristaliza.
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La ecuacién obtenida es demasiado complicada desde el punto de vista
matematico para su ajuste a datos experimentales observados, siendo
conveniente tomar en cuenta determinadas consideraciones que la sim-
plifiqguen. En este caso se obtienen los modelos tedricos que se muestran
en la Tabla 1:

Consideracion establecidal Modelo
=1 f=2- el ad
a>p, a=1 f:Z—Z(ﬁm
v > pa=1 f=ay+1
v >> p, i >>pa=1 f=2-25

Tabla 1. Modelos tedricos para estimar la dimensién fractal

El modelo que se seleccione dependera de la capacidad de descripcién
del mismo a los resultados experimentales observados
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