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Prefacio

Frecuentemente se observan en la naturaleza fenémenos fisicos y quimicos en los
cuales las variables que los describen muestran un comportamiento no lineal o
irregular con respecto a las coordenadas espaciales y temporales, ya sea debido a su
no linealidad inherente, la no homogeneidad espacial o el efecto de la amplificacion
de las fluctuaciones que ocurren en la escala microscopica, entre otros factores.
Estos fenomenos no pueden describirse a través del empleo del calculo ordinario
y el formalismo determinista, y en la actualidad su estudio se aborda a través de
la teoria de la complejidad. Esta teoria se basa en un conjunto de herramientas
matematicas, entre las que se pueden senalar: 1) los métodos de solucion numérica de
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales y la interpretacion de sus soluciones,
i) la geometria fractal, que permite la caracterizaciéon de morfologias y patrones
temporales irregulares, iil) los métodos de modelacion estocastica, que toman en
cuenta de forma explicita las fluctuaciones internas y externas que influyen sobre
el sistema y 1v) el calculo diferencial fraccional, que trata acerca de la solucién de
ecuaciones diferenciales e integrales de orden fraccionario. De estas herramientas,
tal vez la menos utilizada es el calculo fraccionario, debido a que el tratamiento
matematico involucrado es mas complicado y que hay cuestiones que permanecen
sin resolver, como el significado fisico y geométrico del orden de las derivadas e
integrales fraccionarias.

Algunos autores han relacionado el orden de las derivadas fraccionales con la
dimension fractal que caracteriza a las morfologias complejas que se generan en los
procesos estocasticos, de tal forma que el comportamiento promedio de las variables
se puede determinar a partir de la integraciéon de una funcién regular en un espacio
fractal. Otros autores sefialan que no existe una pruebalégicamatematica que permita
hacer esta aseveracion, se puede argumentar que los modelos que se obtengan bajo
esta suposiciéon no son validos. Sin embargo, consideramos que el sehalamiento
mas importante que se le puede hacer a un modelo para no ser rechazado es la
correspondencia entre sus predicciones y las observaciones experimentales, aun
cuando en su estructura matematica se establezcan suposiciones que no se pueden
probar. Después de todo, no existe una prueba logica que demuestre que debe
existir una correspondencia entre las ecuaciones matematicas a través de las cuales
se expresan las leyes fisicas y las observaciones experimentales, aun cuando se ha
comprobado en innumerables ocasiones que esta si existe.

Esta obra aborda el célculo diferencial fraccionario como una herramienta
para el estudio de algunos fenémenos complejos cuya mejor comprension es
importante para aquellos que trabajan en la industria. En el Gapitulo 1 se analizan
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las limitaciones del calculo ordinario, que constituye el fundamento matematico a
través del cual se expresan las leyes de la fisica clasica.

En el Capitulo 2 se presentan los fundamentos generales del calculo
fraccionario, las funciones especiales de las cuales es necesario hacer uso y los
métodos de solucion de las ecuaciones diferenciales fraccionarias.

En el Capitulo 3 se presenta una de las aplicaciones del calculo fraccionario
en la descripciéon de fenémenos de transporte, y que consiste en la obtencion
de ecuaciones constitutivas que describen la dinamica macroscopica de estos
fenébmenos considerando de forma explicita el efecto de los procesos de transporte
molecular, y su aplicacién en procesos relacionados con la dinamica del flujo
laminar, el transporte de fluidos en sistemas con pérdidas de calor y las reacciones
quimicas heterogéneas.

En el Capitulo 4 se describe el uso del calculo fraccional para predecir
el comportamiento de los perfiles de velocidad promedio en régimen de flujo
turbulento estacionario, asi como la predicciéon cualitativa de los perfiles temporales
de la velocidad local como funcién de la intensidad de la turbulencia.

En el Capitulo 5 se presenta un modelo para predecir la dinamica del perfil
de velocidad de flujos no newtonianos en régimen laminar, el cual fue obtenido
mediante la soluciéon analitica de una ecuacion diferencial parcial fraccionaria
que puede ser resuelta mediante técnicas analiticas, a diferencia de lo que ocurre
cuando se intenta resolver este problema mediante el calculo ordinario, donde se
obtiene una ecuacion diferencial parcial de grado no entero.

En el Capitulo 6 se aborda la caracterizacion morfologica de las superficies
solidas y su dependencia de la dinamica estocastica asociada a su formacion,
asi como la estimacién del area superficial mediante la solucién de integrales
fraccionarias. Por Gltimo, en los Capitulos 7 y 8 se presenta la modelacion del flujo
a través de medios fracturados y porosos, respectivamente, los cuales se caracterizan
por una marcada heterogeneidad y una geometria compleja.
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El calculo fraccionario se originé casi al mismo tiempo que el calculo ordinario,
cuando Leibniz, en 1695, especuld acerca de qué sucederia si se determinaba la
derivada de orden 1/2 de un monomio, obteniendo una solucién correcta. La
aplicacion de este calculo fue dejada a un lado en favor del uso del calculo diferencial
ordinario, el cual constituye la base del formalismo matematico a través del cual se
expresan las leyes fundamentales de la fisica clasica.

Sin embargo, el enfoque de la fisica clasica resulta inapropiado cuando
se intenta describir fendmenos como las transiciones de fase, la turbulencia, el
comportamiento reolégico complejo que manifiestan determinados materiales,
asi como de sistemas que son capaces de auto organizarse lejos del equilibrio
termodinamico. En estos casos es necesario emplear un tipo de analisis que involucra
el empleo de funciones no analiticas y no diferenciales, técnicas numéricas de
solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales y el uso de la geometria
fractal, todo lo cual constituye la base de la teoria de la complejidad.

El desarrollo de la teoria de la complejidad ha estimulado a los matematicos
y a los fisicos a investigar la validez y el alcance del calculo fraccionario como
herramienta para la descripciéon de procesos que manifiestan un comportamiento
irregular y no lineal.

Si bien se han escrito numerosos ¢ importantes textos que tratan con los
aspectos puramente matematicos, ain quedan cuestiones pendientes de resolver
en relaciéon con su aplicacion en la descripcién de fenémenos naturales. Entre
estas estan el explicar el significado fisico y el valor del orden no entero de las
derivadas e integrales y la dificultad para la interpretaciéon geométrica de estas,
asi como su relacién con las condiciones iniciales y de contorno que describen
los procesos bajo estudio. A pesar de estas cuestiones pendientes, el analisis del
empleo del célculo fraccionario como una via para superar las limitaciones de la
fisica clasica constituye un tema de investigaciéon de gran importancia y actualidad.
En las siguientes secciones de este capitulo presentamos tres fenémenos tipicos en
los cuales se ha demostrado las limitaciones del empleo del calculo ordinario y el
formalismo determinista para su descripcion, y donde se ha estudiado la posibilidad
de emplear el calculo fraccionario como una via de superar estas limitaciones.

Procesos estocasticos y patrones irregulares

En el contexto actual de la fisica el concepto de espacio y tiempo absolutos, e
independiente de la materia, ha dejado de ser valido, asi como el empleo de la
geometria de Euclides para la descripcion de fenémenos en escalas demasiado
grandes o pequeiias en relacién con la escala habitual de observacion. Al respecto,
Ludwig Boltzmann sefial6 que la consideracion de un movimiento recto y uniforme,
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bajo la accién de fuerzas invariantes, resulta muy dificil de probar, incluso durante
un intervalo de tiempo muy corto. L.a modelacion de tales procesos se basa en el uso
de funciones analiticas diferenciales, las que sin embargo no prueban la validez de
esta consideracion. De hecho, existe un conjunto mucho mas grande de funciones
no diferenciables que pueden también ser empleadas con éxito para la descripcion
de tales fenomenos, por lo que llega a la conclusion de que la diferenciabilidad es
también una suposicién, cuya validez se debe comprobar empiricamente.

El movimiento browniano constituye uno de los paradigmas mas interesantes
de la fisica estadistica. Este fendémeno, relativo al movimiento irregular de una
particula en el seno de un fluido, fue reportado por primera vez por Brown, y
explicado correctamente por Einstein, quien atribuyo este a los choques aleatorios
de la particula con las moléculas del fluido. Una representacion de la trayectoria de
la particula se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1. Trayectoria de la particula en el movimiento browniano

Fuente: elaboracion propia.

Para obtener esta descripcion Einstein empled el formalismo estocastico, una
rama de las matematicas que hasta ese momento se consideraba sin aplicacién
practica, y que a partir de entonces ha sido empleado con éxito en la descripcion de
fenémenos en los cuales las variables que los describen se caracterizan por presentar
un comportamiento temporal fluctuante e impredecible con respecto a sus valores
promedios. El formalismo estocastico se basa en la propiedad de Markov, que
considera que el valor futuro de una variable depende del valor en el instante
presente, no importa la forma en la cual este fue alcanzado.

Esta consideracion de ruptura entre el pasado y el futuro es valida solo
cuando existe una escala de separacion temporal entre los procesos microscopicos y
los macroscopicos, y el sistema tiende a un estado estacionario estable cuya funcién
de probabilidad es normal o gaussiana.

16
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Cuando no se puede establecer esta separacion de escalas temporales se
manifiestan efectos de memoria e interacciones no locales de largo alcance, y no
se cumple la propiedad de Markov. Como resultado la funcién de probabilidad
no es gaussiana, y las funciones de correlaciéon temporal se comportan como
funciones potenciales inversas, en lugar de exhibir un comportamiento exponencial
decreciente. El resultado ha sido tomado como base por autores para proponer
ecuaciones de difusiéon de orden fraccionario para describir este comportamiento.

Geometria fractal y funciones fractales

En la década del 60 del siglo XX Benoit Mandelbrot desarroll6 los principios de la
geometria fractal, la cual resulta mas apropiada para describir los patrones complejos
que se presentan en la naturaleza, tales como los que se observan en las costas,
las nubes y las montanas (Figura 1.2), asi como en las trayectorias espaciales que
describen determinados objetos, tales como las que se observan en el movimiento
browniano (Figura 1.1).

La geometria fractal se basa en describir la morfologia espacial y temporal
de los objetos irregulares mediante una dimensiéon no entera, conocida como
dimension fractal, la cual se relaciona con la capacidad del objeto para cubrir el
espacio dentro del cual este se encuentra inmerso.

Figura 1.2. Islas y rocas en la naturaleza

Fuente: elaboracion propia.

Para un objeto regular la dimension fractal es un nimero entero que se corresponde
con la dimension geométrica del espacio euclidiano considerado: 0 para un punto,
1 para una linea recta, 2 para un plano y 3 para una figura en el espacio (Figura
1.3). Para los objetos regulares es posible, al menos en principio, determinar su
tamafio (area para un objeto plano, volumen para un objeto en el espacio) a partir
del empleo del calculo integral ordinario.
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Figura 1.3. Objetos regulares: Linea (d=1), Circulo (d=2)y Cubo (d=3)

Fuente: elaboracion propia.

Existen diferentes definiciones matematicas de dimension fractal, las que dependen
de las caracteristicas morfologicas y de escalado del objeto bajo estudio. En este
texto haremos siempre referencia a la dimension fractal de capacidad f, que es la
mas frecuentemente utilizada y quizas la mas facil de visualizar. Esta dimension se
relaciona con la fraccién espacial que ocupa el objeto dentro del espacio euclidiano
donde esta inmerso.

El tamano @ del objeto irregular (area, longitud o volumen) se determina como:

&=Kk"'Lf

donde k¥ < 1 es la precision de la medicion o nivel de magnificaciéon en que se
observa el objeto, L > 1 representa la longitud caracteristica del objeto, igual a la
longitud de la linea recta que une dos puntos extremos que pertenecen al objeto y
n es la dimension del objeto regular equivalente.

A los efectos practicos la dimension fractal de capacidad se estima a partir de
una imagen binaria en un plano (2D) del objeto que se analiza, y se relaciona con
el contenido de sustancia que se encuentra en una region de longitud caracteristica
L. El método que se emplea, conocido como conteo de cajas (box count), se basa en
dividir la imagen en N: celdillas de tamano [ (Figura 1.4), contandose el nimero de
celdillas N dentro de las cuales se aprecia la presencia del objeto en cuestion.

Figura 1.4. Division del area en celdillas para calcular la dimension fractal

Fuente: elaboracién propia.
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La idea consiste en ir disminuyendo progresivamente el tamafio [ de la celdilla
y contando las celdillas llenas Np(l), de tal forma que la dimension fractal se
determina como:

_ InN, (1)
f=ImeNo

Las lineas irregulares deben ser visualizadas en un plano, ya que su longitud es
mayor que la correspondiente a una linea regular. En este caso la dimension
fractal se encuentra entre 1y 1.5, donde el coeficiente de rugosidad a € (0.5;1) se
determina como:

a=2-f

Los objetos irregulares en 2D ocupan un area menor que la del objeto regular
equivalente (en este caso un plano), y su dimension fractal se encuentra entre 1y 2.

Las areas de superficies rugosas deben visualizarse en un volumen, ya que su
valor es mayor que la correspondiente a un area regular, y su dimension fractal se
encuentra entre 2y 2.5.

Los objetos irregulares en 3D ocupan un volumen menor que la del objeto
regular equivalente (en este caso un cubo) y su dimension fractal se encuentra entre
2y3.

Como es conocido, las longitudes, areas y volimenes pueden ser obtenidos
a través de la aplicacion del calculo ordinario. Por ejemplo, el area bajo una curva
y=f (x):x € [a,b] se determina como:

A= f b f(x)dx

De forma equivalente, el tamafio de un objeto irregular puede ser estimado
haciendo uso de integrales fraccionarias, donde en vez de integrar una funcién
irregular en un espacio euclidiano, se integra una funcion regular sobre un espacio
fractal, aspectos que seran analizados con mayor profundidad en el Capitulo 6.

Existen diferentes autores que han intentado relacionar las propiedades
geométricas de los objetos fractales con las funciones fractales, las cuales carecen de
una escala de longitud caracteristica, de tal manera que, a pesar de ser funciones
analiticas, cumplen con la propiedad de que su derivada diverge. La funcion de
Weierstrass es una de las mas conocidas, y esta dada por:

N
W(x) =}th°0 1;1 % sin(b"x)
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siendo su derivada:

N

—dl/(!l/;x) =; (%)ncosb”x

Notese que esta funcién muestra un comportamiento regular y diferenciable cuando
b < a, pero esto no ocurre asi en caso contrario. Como se muestra en la Figura 1.5
cuando b > a la funcién permite generar una linea irregular de dimension fractal
f, la cual depende de los valores de a y b:

_-_Ina
f=2 Inb

Figura 1.5. Lineas irregulares generadas por la Funcion de Weierstrass

a=2;b=3;D=13691

1.0 t t t t

0.0 T T

-1.0 t t t t

Fuente: elaboracion propia.

Si se toma en cuenta la ecuacion (rugosidad) se obtiene la funciéon de Weierstrass
expresada como funcién de la dimension fractal f y de un parametro [ (a=l; b =I*7):

20
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N1
W(x) :11V1£130 Zl @ sin({"x)

Figura 1.6. Lineas de Weierstrass con f=1.2 para [=3,4 y valor de fexp calculado

1=3; fexp=

1=4; fexp = 1.2007

Fuente: elaboracion propia.

En la IFigura 1.6 se muestran dos lineas de Weierstrass con f=1.2 para diferentes
valores de [, y el valor de dimensién fractal fexp determinada a partir del programa
de tratamiento de imagenes Image]. Notese como existe una correspondencia entre
el valor de la dimension fractal teérica y la dimension fractal experimental, lo que
sugiere la utilidad de esta funcion para la generacion de morfologias fractales.

Esta aparente relacion entre las funciones fractales y la dimension fractal ha
motivado a algunos autores a emplear el calculo fraccionario como una via para la
determinacion del tamano de objetos irregulares, mientras que otros plantean que
no existe una base légico-matematica para plantear dicha relacion.

21
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Comportamientos complejos en flujos

En 1926, Richardson publico los resultados experimentales observados en relacion
con el comportamiento de la velocidad del viento, encontrando que esta variable
fluctta aleatoriamente, tanto en magnitud, como en direccion. Este mismo fenémeno
se observa en los liquidos cuando la velocidad del flujo excede un determinado valor
maximo, el cual depende de la geometria del sistema y de las propiedades fisicas del
fluido, y se conoce como turbulencia. La existencia de la turbulencia se manifiesta en
el comportamiento ondulado de la superficie del mar (Figura 1.7) y en los vortices y
remolinos que aparecen frecuentemente en las corrientes de agua de los rios.

Figura 1.7. Flujo de agua en mares y rios

Fuente: elaboracion propia.

El comportamiento relacionado con el movimiento de los liquidos se describe a través
de las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales expresan las leyes de conservacion de
la cantidad de movimiento. Son ecuaciones deterministas, cuya soluciéon usualmente
predice patrones regulares en la velocidad del flujo, los cuales solamente se observan
a muy bajas velocidades, en lo que se conoce como régimen laminar. En régimen
turbulento las fluctuaciones en la velocidad se amplifican hasta tomar valores
comparables al valor promedio, de tal manera que las capas de flujo se mezclan
entre siy pueden originar patrones de flujo complejos que no pueden ser modelados
con el enfoque determinista (Figura 1.8).

Figura 1.8. Perfiles de velocidad en régimen laminar y turbulento

Solido Solido
V=0 V=0

V=V maix V= Vmdx

Régimen laminar Régimen turbulento

Fuente: elaboracion propia.
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Se han empleado diferentes formalismos para la descripciéon de la turbulencia, cada
uno con sus aciertos y limitaciones, entre los que se pueden mencionar: i) el enfoque
tradicional, basado en la divisién del flujo en una subregiéon laminar, proxima al
solido, y una subregion turbulenta, donde la velocidad promedio es independiente
de la posicion espacial, ii) el enfoque empirico, basado en las observaciones
experimentales y que es el utilizado en las aplicaciones de ingenieria, 1i1) el enfoque
estocastico, que lleva a la definicién de una viscosidad turbulenta, propiedad del
flujo y analoga a la viscosidad como propiedad fisica del fluido, iv) la teoria de la
complejidad, que se basa en la identificaciéon de patrones de flujo y v) el enfoque
basado en el calculo fraccional, en el cual el perfil de velocidad se visualiza como
una funciéon determinista que evoluciona en un espacio fractal, lo cual se toma
en consideracion expresando las ecuaciones de Navier-Stokes como ecuaciones
diferenciales de orden fraccionario.

23
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Fundamentos generales
set Calculo fraccionario

Josué F. Pérez-Sanchez
Rocio R. Gallegos Villela
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El célculo fraccional es la rama de las matematicas que se dedica al estudio de las
derivadas e integrales de orden fraccionario. Estas operaciones matematicas fueron
estudiadas por Leibniz, Euler, Laplace, Lacroix, y Fourier, quienes establecieron
diferentes definiciones de derivadas e integrales de orden fraccionario.

La aplicacion de las operaciones fraccionales se llevo a cabo por vez primera
vez en 1823, cuando Niels Henrik Abel hizo uso de este formalismo para resolver
la ecuacién integral que se obtiene en el problema del tautocromo, que consiste en
obtener la forma de la curva que describe un punto que se desliza sin fricciéon debido
a la gravedad, bajo la condicion de que el tiempo requerido para alcanzar el punto
final sea independiente de la posicion del punto inicial. Esta cuestion permaneciod
practicamente olvidada hasta 1974, cuando Oldham y Spanier publicaron el primer
libro de texto sobre derivadas e integrales fraccionarias, y en 1975 se llevo a cabo el
primer congreso sobre este tema. Desde entonces se han escrito numerosos textos
y articulos relacionados con la aplicacion de este formalismo en fisica e ingenieria.

En este capitulo se describen brevemente los fundamentos y las definiciones
mas importantes relacionadas con el calculo fraccionario.

Definicidn de derivadas e integrales de orden fraccionario
En el calculo ordinario las derivadas e integrales son propiedades locales de las
funciones matematicas, que pueden ser extrapoladas al sistema en su conjunto.
En contraste, las derivadas e integrales de orden fraccionario son propiedades
no locales, que dependen del comportamiento del sistema en su conjunto, y no
pueden inferirse a partir de las propiedades locales. Mas bien ocurre a la inversa: las
derivadas fraccionales se relacionan con los sistemas en los cuales las propiedades
locales estan influidas por las propiedades del sistema en su conjunto. Por ejemplo,
en los procesos donde las correlaciones temporales son significativas se ponen
de manifiesto efectos de “memoria”, los cuales pueden ser modelados mediante
ecuaciones diferenciales temporales de orden menor que 1. De forma semejante,
los sistemas en los cuales existen correlaciones espaciales de largo alcance pueden
describirse a través de ecuaciones diferenciales espaciales de orden no entero.

El calculo fraccionario se relaciona estrechamente con la teoria de los
operadores. En el calculo ordinario el operador Dx se corresponde con la primera
derivada respecto a x, D 2 con la segunda derivada, etcétera, donde:

D.If(0)]=% f(0=lim )

A partir de esta definicion es relativamente facil establecer la correspondencia entre
las derivadas de orden entero y su significado geométrico, en este caso la pendiente

27
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de la tangente a un punto de la curva, como se ilustra en la Figura 2.1, que muestra
la funciéon y=x? y la recta cuya pendiente es igual a la derivada de la funcién
evaluada en x=1.5.

Figura 2.1. La pendiente de la tangente a un punto es la derivada

4
y

Fuente: elaboracién propia.

En el caso de la integral de orden entero se escribe:
D, [f(0)]=["f (x)dx
. b-a N ; b-a
=lim f (a+l )

N—-oo n n

y su significado geométrico se interpreta como el area bajo la curva definida por
f(x) y que se encuentra acotada entre x=a y X=>b , como se muestra en la Figura
2.2 donde el area representa a ;2 D'I[x?].
. X

En el calculo fraccionario el objetivo es encontrar la regla de transformacion
deuna funcion en otra que se establece cuando se aplica el operador D*, donde « es
cualquier nimero real o imaginario. En la version moderna del calculo fraccionario
el operador fraccionario se escribe:

DLf(0)]=— ()

donde x es la variable independiente, ¢ es el valor inicial de x y a es el orden
fraccionario. Cuando a<0 se establece la operacién de integracién, mientras que
cuando a>0 corresponde a la operaciéon de derivacion. Desafortunadamente

28
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no es nada trivial establecer la correspondencia entre las derivadas e integrales
fraccionarias y su significado geométrico, como ocurre en el caso de las derivadas
e integrales de orden entero, por lo que se han obtenido diferentes definiciones de
acuerdo con las consideraciones establecidas por sus autores.

Figura 2.2. El 4rea bajo la curva es la integral de orden 1

4
y

Fuente: eElaboracion propia.

Definicion de Riemann-Liouville

La primera definicién formal importante de derivada fraccional fue establecida
por Liouville, quien parte del resultado bien conocido relacionado con la derivada
enésima de la funcién exponencial:

D™.exp(ax)=a"exp(ax)

y generaliz6 este para el caso de un orden fraccional a (Figura 2.3):

D%exp(ax)=a"exp(ax)

29
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Figura 2.3. Derivadas e integrales fraccionarias de la funciéon exponencial
Y -0.17
031

-0.4 7

-0.5 7

02

D¢ [exp(-0.2x)] :m = 2,0.4,0.6,0.8,1

y 1.6 T

D%[exp(-0.2%)] : & = -1.-0.8,-0.6,-0.4,-0.2

Fuente: elaboracion propia.

De esta manera, si una funciéon f(x) puede ser desarrollada en forma de una serie
exponencial:

f(x) =Z c.exp(a,x)

entonces su derivada puede ser expresada de la forma:

D[ (0)]= ), acexp(aix)

30
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Liouville aplico este resultado para el caso particular de una funcién potencial x*
obteniendo:

Dax [x—z] — (_ 1)11 r (FZ(—iZ_)a) xZe

donde I'(t) esla funcién gamma (Figura 2.4), que constituye una generalizacion del
factorial y que se define como:

I‘(t)=fwoe'yyf'1dy
Ir'(t)=(t-1)!

I'(t+1)=tI'(t)
r(yH=1

Figura 2.4. CGomportamiento de la funcion gamma

-5
-10 1
I I I I I | I
5 4 3 2 -1 0 1 2

Funcién Gamma I'(t)=~o e*x'dx

3 4 5

Fuente: elaboracion propia.

El resultado obtenido por Liouville fue generalizado por Riemann, quien se basa en
la formulacion de integracion repetida:

f :du1 f :duz.., :mf (un)dun:ﬁ f :(x_u)m Fw)du
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de tal manera que expresando el factorial a través de la funciébn gamma obtiene
la definicion de integral fraccional:

D= f (W)= f () du

F( )
Considerando que el operador diferencial fraccionario cumple con la propiedad:
D =D D#

se obtiene la derivada fraccional de Riemann - Liouville (RL):

Dxa[f(x)]=%(ﬁ | "O(x-tw-lf(t)dt)
=D,"(.D,"*) [f ()]

:entero
m<a<m+1

Notese que, a diferencia del caso de las derivadas de orden entero, la derivada
fraccional de RL de una constante es diferente de cero, por lo que de manera
general el operador de orden fraccional de RL no conmuta:

—a) q-j

D.#[f(x)]= D [f ()] Z[g() e
(=D, lf ()]

m-1<p<m

La no conmutacién asociada a este operador, asi como el valor diferente de cero
de la derivada de una constante, son dos factores que limitan el empleo de esta de-
finicién para la descripcion de procesos fisicos, donde la solucién de las ecuaciones
diferenciales depende significativamente de las condiciones iniciales y de contorno.

Definicién de Caputo

Existen otras aproximaciones que permiten generalizar el concepto de operador
fraccional y superar las limitaciones de la definiciéon de RL en relacién con sus
aplicaciones en la fisica. La definicion que se emplea con mayor frecuencia y se usa
en este texto, es la definicion Caputo, la cual establece que la derivada de orden a
esta dada por:
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1 8 1
DI ()= (W | prircor W‘“)

m: entero
m-1<a<m

A diferencia de la derivada fraccional de RL, la derivada fraccional de Caputo de
una constante C es igual a cero. Por lo tanto, se cumple la relaciéon de conmutacion:

D[ (x)]=D*?[f ()]

y la transformada de Laplace de la derivada queda expresada como una funciéon de
las derivadas de orden entero:

L% [f()D=sF(s)— P OS“’l"‘gk(O)
g,(x)=D" [f(x)]

n-1<sasn

La derivada fraccional de Caputo tiene las siguientes propiedades:
* Derivadas secuenciales

D“ D*... D"=D*
a+ a+-+a,=a

* Relacion de homogeneidad

D7 [Cx f(x)]= Cx D [f(x)]

C=cte
* Relacion de escalado para la derivada fraccional

De.[f (O]=BxD%[f (¥)]
t= By
[=cte
e Linealidad
D[A.f,()+ A, f,(0)]=A, De[f  (x)]+A,D[f,(x)]

33
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* Regla de Leibniz para la derivada fraccional del producto de dos funciones:
X F(p+1)

D* X =
DY X =D 50D T ot D

g,(x)=D"[y(x)]

g.(@x(.Df(x))

e Formula de inversion

D[f(x)] = F(x)
f(x) =D“[F (x)] + C:x*'+ C,x*? +....+C,,x*™
a>0:ae(mm+1)
a<0: m=0

Funciones especiales relacionadas con el calculo fraccional

La aplicacion de la relacion (der caputo) de forma directa para la determinacion de la
derivada fraccional de una funcién resulta bastante complicado, por lo que, al igual
que ocurre en el calculo ordinario, se suelen especificar en tablas matematicas las
derivadas de las funciones que se emplean con mayor frecuencia.

Las funciones que se muestran en la Tabla 2.1 juegan un papel de especial
importancia en la teoria de la diferenciaciéon de orden arbitrario y en la solucion
de ecuaciones diferenciales fraccionarias. Algunas de estas funciones constituyen la
derivada o integral de una funcién analitica especifica, mientras que otras aparecen
involucradas en la solucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias. En la Figura
2.5 se muestran los comportamientos de estas funciones para diferentes valores de
sus parametros.

Tabla 2.1. Funciones especiales relacionadas con el calculo fraccional

Funcién £t LIf (0]
potencial t* F(zz:l)
Mittag-Leffler ML(tia'Q)=2ﬁ:o% ﬁ
Mittag-LefHer general MLG(GaaBk)=X5 ot r(([?:;)-;) (sl‘f!—sc:)_i“
p-1 .
Agarwal AG (t;a,q)=22:0% ss"—ﬁl
Robotnov-Hartley RH(ta.q)=Y5 % ﬁ

34
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Funcién Jitd) LIf 0]
aktk+1/ sV
Miller-Ross MR(t;a,v)=35, T(v+k+1) s—a
DE (at)* s
. 8] . oy N2 \BE) [
Coseno generalizado Ca(tva)=ty_, Tw+2kt1) (s +ad)
(-1) 2L (Zk+1) 1 (a t)(2k+1) a
: 2] . — oy oo
Seno generalizado SG(tv,a)=t" ¥, F(v+(2k+1)+1 s'(s2+a?)
(1:Re(v)>-1
12:Re(v)>-2
Fuente: elaboracion propia.
Figura 2.5. Funciones relacionadas con el calculo fraccional
1.0
05+
0.0
0.5 : : : : 1 1 1 1 1
02 46 81 01 21 41 61 8 0
X
n,ng
. . N a't
Mittag-Leffler lim N oA
& N=eo n=0 I'(ng+1)

0 T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 L
X
x(+
Agarwal Lo F(am+ﬁ') (@B)
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a=-0.2;9=0.5;1;1.5

N ns (n+1)g-1
Robotnov-Hartley lim .., Yoo %t

I((n+1q)
a=-0.2;9=0.5;1;1.5
20 1
15+
1
10+
s+
0.5
0 ! ! ! ! ! ! ! | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X
) - akxk+a
Miller-Ross o T(q+k+1)

a=0.2;q9=05;1;1.5

(-DF t7(at)z
T(q+2k+1)

Coseno generalizado Yo
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a=02;9=05;1; 1.5

1) w (at) (2k+1)

Seno generalizado Zk:o I'(q+(2k+1)+1)

Fuente: elaboracion propia.

En la Tabla 2.2 se muestran las derivadas (@>0) e integrales (¢<0) fraccionarias
de algunas funciones analiticas que se emplean frecuentemente, y en la Figura 2.6 el
comportamiento de estas funciones para diferentes 6rdenes del operador fraccional.

Tabla 2.2. Derivadas de las funciones especiales

f®

0De,

C=cte

x"

exp(at)
sin(at)
cos(at)

0:a>0
I'(n+1)
F'(n-a+1)
'(n+1)
I'(n-a+1)
MR(t;a,-a)
CG(t;1-0, )
SG (t;a,a)

x“a<0

n-o
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Figura 2.5. Ploteo de las derivadas e integrales fraccionarias de funciones relacionadas con

el calculo fraccional

40 T
30 T

20 T

D%*:a=-1,-0.5,0,0.5,1

D%sin(x) :a=-1,-0.5,0,0.5,1
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D%cos(x) :a=-1,-0.5,0,0.5,1

Fuente: elaboracion propia.

Ecuaciones diferenciales fraccionarias

Las ecuaciones diferenciales fraccionarias son aquellas que involucran derivadas de
orden fraccional, y al igual que las ecuaciones diferenciales de orden entero pueden
ser homogéneas, no homogéneas, lineales y no lineales. La solucién de este tipo de
ecuaciones resulta ser mas complicada que en el caso de las ecuaciones diferenciales
de orden entero y, al igual que en este caso, pueden aplicarse métodos analiticos o
métodos numéricos, dependiendo de la estructura de la ecuacion.

Métodos analiticos

Los métodos analiticos solo pueden ser aplicados en casos relativamente simples,
como en el caso de una ecuacion diferencial fracc1onar1a lineal secuencial. Este tipo
de ecuacion, cuyo orden se expresa como (V) tiene la forma general:

(A4,D,"+A,D,"V"+A,D, ™2+, +A4,D°)y(x)=g(x)

ZA D,0y(x)=g(x)

(",v): enteros positivos
donde los coeficientes A4, son constantes. Para la solucion particular de esta ecuacion
deben especificarse b=[nv]+1 condiciones iniciales, donde [nv] simboliza el mayor
entero que es menor que nv, de tal forma que:

[w]< nv < [nv] +1

Asi, una ecuacién diferencial donde el orden mayor de la derivada es igual a 1.5
requiere la especificacion de 1 condicién inicial o de contorno, mientras que en el
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caso de que el orden mayor sea 3.7 se requiere la especificacion de 3 condiciones
iniciales o de contorno.

Si se asume la definicion de Caputo y se aplica la transformada de Laplace a
la ec. (edf 2) esta queda se reescribe como una ecuacion algebraica:

n
ZAks(""‘)"Y(s)zG(s)
k=0 b-1

+S caxsmn
m=0

Cr=A, %X y™(0)

donde C,, son las constantes que se relacionan con las condiciones iniciales o de
contorno, y™es la derivada de orden entero m evaluada en el punto inicial.
Despejando Y (s) se obtiene:

G(S) lr:io Cm X Snv—l—m

n -k n .
Z o Ao Z A s

Y(s)=

Aplicando la transformada inversa se obtiene:

i G(s) l“‘tl Y Cx snv-l-ml
2 T 2 roAis

Ejemplo 2.1: La ecuacién diferencial fraccionaria:

y(x)= L1

D.%?y=-0.4y
y(0)=2

se puede resolver aplicando la transformada de Laplace de tal manera que:
5%2y(s5)—2%21=0.4y(s)

1 2

Y(S):SOT 0214

Aplicando la inversa de la transformada:

y(£)=ML(t:-0.4,0.2)
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_ n40.2n
i (04t
Voo £y T(0.2n+1)

En la Figura 2.6 se muestra la solucién de la ecuacion diferencial fraccionaria:

D¢ y=-0.4y

y(0)=2
a<l

donde se ha considerado como parametro el orden fraccional a de la ecuacion
diferencial. En este caso se aprecia que a medida que disminuye el valor del orden
de la derivada el valor de t para el cual se alcanza un valor especificado de y se
incrementa. Este comportamiento ha sido tomado como criterio, entre otros aspectos,
para considerar que las ecuaciones diferenciales temporales de orden menor que 1
pueden ser empleadas para modelar los efectos de memoria que se manifiestan en
determinados fenémenos. En este caso un valor de a=1 implica la ausencia total de
este efecto, mientras que mientras menor es el valor de a el efecto es mas significativo.

Figura 2.6. Solucion de una EDF para diferentes valores del orden fraccional de la derivada

D%y=-0.4y :04=0.2,0.4,0.6,0.8,1

Fuente: elaboracion propia.

Métodos numéricos

Se han propuesto diferentes métodos de solucion de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias, entre los que se pueden mencionar los métodos lineal, cuadratico
y ctbico, el esquema directo y la integracién en un espacio de fase no entero. En
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este texto se explica el método lineal, propuesto por Diethelm, Ford y Freed. La
ecuacion diferencial fraccionaria para resolver se escribe de la forma:

Dey=f(ty)
yi(0)=y,;:i=1,...,n-1

donde f(t,y) es una funcién no lineal. Para encontrar la solucién numérica se
define el valor maximo T de la variable independiente t, y se divide la soluciéon en
N partes, donde el intervalo de tiempo considerado en cada una de las partes esta
dado por:

T
h="N

Definiendo:

X (k)
gj - yo,i X i!
i=0

yi=y(hj)
Fi=f(hjy(hj))

Se establece entonces:

m=0,....,N-1
m+1
ha

- N a,.0F,
Ym1 gm+1+ F(a+2) ]_ZO Jm+18 ]

donde:
m*! (m-a) (m+1)~ si j=0
Ami1 =+ (M—j+2)" 1 4+2(m—j)**? (m-j+1)**!  si0<j<m
1 si j=m+1
Notese que el término Z/‘:o %t involucra a Yy +1, por lo que es necesario resolver

el valor de y,,+1 correspondiente aplicando un método numérico de iteracion,
motivado por el caracter no lineal de la ecuacién diferencial.
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Ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias

La solucion exacta de este tipo de ecuaciones generalmente es mas complicada de
obtener que en el caso de las ecuaciones diferenciales fraccionarias analizadas en
la seccién anterior. La solucién de una ecuacién diferencial parcial fraccionaria
del tipo:

Dy (x,t)=ADfy(x,t)

donde A es constante puede ser resuelta mediante el método de separacion de
variables y la aplicacion de la transformada de Laplace. Expresando:

y(xt)=g(t)h(x)

y sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene el sistema de ecuaciones
diferenciales fraccionarias:

AD?_ h(x)=-Ch(x)
D% g(t)=-Cg(t)

donde cada una de estas ecuaciones puede ser resuelta de forma independiente
mediante el método de la transformada de Laplace. De esta forma se obtiene:

Z (8] Pk
k=0

HEsI=— 950
[A]
sh1k(C,
h(x) = L, llZ MSM_J
ZE“O a-1- lC
G(St)_ ( a_I_C)

donde los subindices x y y que se han especificado en s se refieren a la variable
independiente que se ha considerado al aplicar la transformada. La solucién general
de la ecuacion diferencial parcial fraccionaria esta dada por:
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(8] Sﬁ—l—kc’k
— -1 _
YO =L IZ A+9)

l[a] Sa—l—lCl
e = (s“+0)

donde las constantes de integracion Cj se determinan a partir de las condiciones
iniciales y de contorno y el simbolo [z] representa el mayor nimero entero que
cumple la condicién [z]< z. Cuando la solucién involucra una serie se obtienen
infinitas soluciones posibles para las condiciones iniciales y de contorno establecidas,
lo cual se debe a que se obtienen infinitos valores de las constantes de integracion.
Este problema, que también suele presentarse cuando en la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales de orden entero se involucran funciones periodicas, se resuelve
seleccionando el valor de las constantes de integracion que mejor se ajustan a los
resultados esperados.

Ejemplo 2.2: La solucién de la ecuacion diferencial parcial fraccionaria:
D.”y(x,t)=0.6D,24y(x,t)
sujeta a las condiciones de contorno:

m(0,£)=0
y(1,6)=0

y la condicién inicial:

0.6D, 24y, (x)=-4

Yo(1)=0
my(0)=0

siendo:
dy(x,t)

m(x,t)= I

puede ser obtenida mediante el método de separacion de variables. Expresando:

y(xt)=h(x)g(t)
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se obtienen las ecuaciones diferenciales fraccionarias:

D.’g(t)=-Cg(t)
0.6D,** h(x)=-Ch(x)

1 &
g(st):SoT C+;0.9

donde C, gy y hy, son las constantes de integraciéon. Aplicando la transformada
inversa:

( C)nt09n
(0= Zg" r(0.9n+1)

( Oﬁ)nx24n
h(x)= hmZ [(2.4n+1)

obteniéndose la solucion general:

N N
z ( C)ntO 9n hm (_&)nxz.lln

xt)=C 11
YD =6 r(0.9n+1) J\ "= & T(2.4n+1)

Para evaluar las constantes de integracion Cyy C se toman en cuenta las condiciones
iniciales y de contorno:

N N
Z (_C)ntO.‘)n hm (_&)anAn

1,t) =0 =C,| lim
LD =0=t r.9n+1) [\ =<4 r(24n+1)

N-ooo

n=0

-C)"(0)*n S _ C\ny24n
Yo(x) = Cox | lim L lim M
W £y T(0.9n+1) J\W-= &y T(24n+1)

0

De aqui se obtiene que C tiene infinitos valores posibles que estan dados por las
soluciones positivas de C del polinomio:

N
lim (_&)nlz.zm _o
Voo L T(2.4n41)
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mientras que:
Yo(x)

ul __C\n,24n
hm ( 0.6) X
Voo £J [(2.4n+1)

Co=

Sustituyendo en la solucion:

N

1. Z (_C)nt0.9n
(xt)=yo(x) | IIM e
PRI Ve £ T (0.9n+1)

La funcién y, (x) se obtiene resolviendo la ecuacién diferencial fraccionaria en x
definida como condicién inicial:

0.6D,”" yo(x)=-4

Yo(1)=0
my(0)=0

Aplicando el método de la transformada de Laplace se obtiene:

C 6.6668
Yol == ——gx

— 1 2.4
Yo(¥) = Cot Ty X

Tomando en cuenta las condiciones de contorno se obtiene:

) = Fagy 19

de tal forma que:

N
C)nt09n
_ 1 24 (
Y@= gy (70| Z r(0.9n+1)

n=0
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En la Figura 2.7 se muestra el comportamiento de y (x, t) obtenido considerando el
valor minimo positivo de G que satisface la ecuacion algebraica:

N
z (_&)nlz.zln —0
LT (2.4n+1)

C=2.057

Figura 2.7. Solucion de la EDPF dada en el Ejemplo 2.2

S

'I"o..','.a‘:'
5
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Ecuaciones constitutivas
y fendbmenos « transporte

Arturo Palacio Pérez
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Los procesos de transferencia de momento, masay energia se suelen describir a través
de ecuaciones diferenciales parciales que tienen como variables independientes al
tiempo y a las coordenadas espaciales. Esto se debe a que la existencia de procesos
de transporte involucra necesariamente la presencia de gradientes espaciales de
velocidad (transporte de momento), temperatura (transporte de energia) y/o
concentracién, mientras que un estado no estacionario involucra siempre a un
gradiente temporal.

Si bien en estado estacionario y en geometrias relativamente simples estas
ecuaciones se pueden reducir a ecuaciones diferenciales ordinarias que tienen
soluciones analiticas exactas, esto no ocurre asi en el caso no estacionario, donde
siempre debe tratarse con una ecuacion diferencial parcial espacial-temporal.

Existen, sin embargo, numerosos casos en el campo de la ingenieria en los
cuales lo que interesa es el comportamiento dinamico del promedio espacial de la
variable, y no el perfil espacial en particular. Por ejemplo, en el transporte industrial
de fluidos lo que a menudo importa es el comportamiento temporal de la velocidad
promedio o de la temperatura promedio del flujo con respecto a la longitud del tubo
cuando hay pérdidas de calor, mas que los perfiles de velocidad o temperatura en
si, respectivamente.

Los comportamientos de los promedios espaciales de las variables pueden ser
obtenidos integrando los perfiles espaciales y dividiendo por el tamafio del espacio, lo
cual requiere de la solucion previa de la ecuacion diferencial espacial correspondiente,
la cual, es una ecuacion diferencial parcial en el caso de que existan cambios con
respecto al tiempo (estado no estacionario) o cambios simultaneos con respecto a
mas de una coordenada espacial debido a procesos de transporte por conveccion.
El calculo diferencial fraccionario puede ser empleado como una herramienta
que permita predecir el comportamiento promedio sin necesidad de resolver las
ecuaciones diferenciales parciales. El formalismo a través del cual puede llevarse a
cabo esta aproximacion se basa en las ecuaciones constitutivas.

Las ecuaciones constitutivas son ecuaciones diferenciales fraccionales que
describen el comportamiento del promedio espacial y que consideran en sus
parametros los efectos de los procesos de transporte asociados a los gradientes
espaciales que no se toman en cuenta de forma explicita.

En este capitulo se describe el formalismo a través del cual se obtienen las
ecuaciones constitutivas, y se presentan varios ejemplos donde se hace uso de este
tipo de ecuaciones para la soluciéon de problemas practicos.
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Obtencion de la ecuacion constitutiva
El formalismo que se presenta a continuacién resulta valido cuando la ecuacion
diferencial parcial que describe el comportamiento del sistema esta dada por:

AD.y(t,x) = BD,*y(t,x)+g(t)

siendo Ay B son constantes, y lo que interesa obtener es el comportamiento respecto
a t del promedio Y,(t):

oDy (t,x)

Yx(t) = L D_1 1
0x

Para obtener la ecuaciéon constitutiva se aplica la transformada de Laplace a la
ecuacion (EC 1) considerando como variable independiente a t, de tal manera que
se obtiene la ecuacion diferencial no homogénea:

Asy(s,x)=BD,*y(s,x)+ g(s)
donde la ecuacién diferencial homogénea correspondiente:
Asy(s,x)= BD,*y(s,x)
tiene como solucion general:
y(s,6)= CieVFsx + C,eVFs
Si se considera que para t=0 la solucién es finita, es decir:

¥(0,)= yo(x)
y se aplica el teorema del valor inicial de la transformada:
!Lr;r.} sCle\/%_S"oo :C,=0
lim sC,eVi==0:C,#0
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entonces:

y(5,%)= CoeVfs

Derivando la funciéon (EC 1A) respecto a x:

DilCze_\/%_SXl =— ’%S Cze'%x‘/m

y combinando apropiadamente las ecuaciones (EC 1A) y (EC 1B):
Diy(s2) = — [ VS(s:)
B

Sustituyendo (EC 1C) en (EC 1D)

Asy(s,x)= \/ AB \/ sD,'y(s,x)+g(s)

Si se considera la definicién de la transformada del promedio Y,(s) y que el
operador diferencial fraccionario conmuta:

DI y(sx) _ oo sD:'y(s,x) sDz'g(s)
A _0Mx A AB \/ D1 x +
STipag 'D1 D1

y se considera que:

D! iDy(sx) __Y.(s)
Y | Lp;1

entonces:

AsY . (s) =— \/E\/_ Li)(fi (s)

Aplicando la transformada inversa se obtiene la ecuacién diferencial constitutiva:

ADY(t) + /ASB DY (1) = g(t)
Y(0) = Y,
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donde S involucra al intervalo de valores de x que definen al sistema:
S=(%,D,11)*"L?

En las secciones siguientes se muestran algunos ejemplos relacionados con procesos
de transporte que se resuelven mediante el uso de ecuaciones constitutivas.

Variaciéon temporal del flujo

El problema para resolver consiste en determinar el comportamiento no estacionario
del flyjo laminar en un tubo de un fluido incompresible y newtoniano. Se asume que
la variacion temporal del flujo es causada por una variacion temporal en la fuerza
directora, en este caso del gradiente de presion, y se atribuye a cambios en la operacion
de bombeo del flujo. La ecuacién diferencial que describe el comportamiento de este
sistema, expresada en coordenadas cilindricas, esta dada por:

) ov(tr) _ 149 <r v (t,r) >+ AP

ot Mror or L

donde v () es la velocidad del flujo, t (s) es el tiempo, r (M) es la coordenada
)

radial, p (
(m) es la longitud total del tubo y AP (Pa) representa la diferencia de presion entre

y U (Pas) son la densidad y viscosidad del fluido, respectivamente, L
la entrada y la salida. Las condiciones iniciales y de contorno estan dadas por:

v(t,0)=finita
v(t,R)=0
v(t,r)= vo(7)

donde R (m) es el radio del tubo. La variacion en la fuerza directora se describe a
través de una funcion finita que depende del tiempo:

AP
T MO

y que debe ser finita para tiempo igual a cero e infinito, respectivamente, de tal
manera que:

h(0) = 25
o =80
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Las velocidades promedio V; y V; correspondientes a t=0y t=o00, respectivamente,
se obtienen a través de la solucion de la ecuacion diferencial:

0= 11(7. av(r)>+ APy,

=H T or or L

para la cual se obtiene como solucién:

AP
v, (7) :le (R%-1?)

Integrando con respecto al area de flujo para obtener el valor promedio:

_ AP, 1 [E[R(R*-r)rdrd6

V., =
. L 4u [ [Erdrde
_ 1 R APy
T~ 8 u L

La ecuacion constitutiva que describe el comportamiento de la velocidad promedio
esta dada por:

DV(t) + /pLRZ DYV (t) :%h(t)

1 R* AP
VO =5

Para resolver esta ecuacion se toma en cuenta la propiedad de linealidad de los
operadores diferenciales y se definen las funciones:

B(t) = V() —5 B8P

w(t) = % (h(t) _ %)

de tal manera que se obtiene la ecuacion diferencial fraccionaria:

D) + | DEp(0) = w(t)

$(0) =g (AP1-0Py)
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cuya solucién expresada en transformada de Laplace es:

we)
s%5(s% + k) s%5(s%5 + k)

¢(s) =

Aplicando la transformada inversa:

P(t) = ¢(0)exp(T—t0)<1- erf (\/T:t")>

-0
So.s(so.s+\/T_To)

y sustituyendo @ (t) apropiadamente se obtiene el comportamiento temporal de la
velocidad promedio:

V(t) =g—;(APl[;—LAPZ)exp (%)(1— erf <\/T:to>>

b w(s) + Ty AP,
05( 05
s (s + ‘/T_To ) 8w pL

donde T, es la constante de tiempo asociada al comportamiento temporal del flujo
debido a los efectos viscosos, y esta definida como:

pR?
U

To— S

y w(s) es la transformada de Laplace asociada a la perturbaciéon en la diferencia
de presion:

w(s) =L[% (h(t)— Af : )]
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El comportamiento temporal del flujo se determina considerando que este es igual
al producto de la velocidad promedio y el area de flujo:

Q(t)=mR*V(t)

La ecuacion general (velocidadl) permite estimar el comportamiento de la
velocidad del fluido para una perturbacién arbitraria finita en la fuerza directora.
A continuacion, se presentan las soluciones para perturbaciones tipo salto escalon
y exponencial.

Cambio salto escalén en el gradiente de presiéon
Para una perturbacion tipo salto escalon en el gradiente de presion del tipo:

h(0)=0
AP,
L

h(t) = >0

se obtiene que:

(022 -0

y el comportamiento predicho de la velocidad promedio es:
_ T AP L) 1— t
V(t) = 81T plL (1 exp( To)<1 erf( T

El parametro 7, [S] expresa el efecto del transporte de momento y del perfil de

velocidad sobre la dinamica del flujo, y depende de las propiedades del fluido
y del area de flujo. Notese que esta constante es directamente proporcional al
area y la densidad, e inversamente proporcional a la viscosidad. Por otra parte, 7,
representa la constante de tiempo que cuantifica el tiempo requerido para que el
flujo alcance el estado estacionario final, de tal forma que:

V(14)=0.57x(V (0)-V(0))
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Figura 3.1. Comportamiento dinamico de la velocidad promedio ante un cambio salto

escalon en el gradiente de presion

0.15 7
0.10 7
/

0.05

0.00 t t t t t t t t t i
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

8mpL pR?
G=V() x—zp, ;t-"p =01,0203

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 3.1 se muestra el comportamiento temporal de diferentes fluidos de
igual densidad, que se transportan a través de tubos de dimensiones iguales y que
se encuentran sometidos al mismo gradiente de presiéon, donde se ha considerado
como parametro a T,. En este caso se puede apreciar como a medida que disminuye
la viscosidad se incrementa el valor del flujo para un mismo valor de tiempo, a la
vez que se incrementa el tiempo para alcanzar el estado estacionario final.

Cambio exponencial en el gradiente de presion
Para una perturbacién exponencial en el gradiente de presion:

42 (1o (- )

donde 7, [s] es la constante de tiempo asociada al cambio exponencial en el

gradiente de presion. En este caso se obtiene como solucion:

|40) =8T—7°T ?)}L)Z <1— exp(T—tO)<1— erf (\/T—to >>>
2P (e (e 1))
8 (o) (-t ([)
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En la Figura 3.2 se muestra el comportamiento de la velocidad de un fluido
considerando 7,=0.1s y un mismo valor del gradiente final de presion, pero diferentes
valores de la constante de tiempo T; asociados al cambio exponencial del gradiente.
Notese que la inclusion de una constante de tiempo adicional en el sistema involucra
la apariciéon de un sobredisparo (valor maximo) en la respuesta. En este caso se
aprecia que el valor del sobredisparo y el tiempo para alcanzar el estado estacionario
se incrementan con la constante de tiempo 7 asociada a la perturbacion.

Figura 3.2. Comportamiento temporal de la velocidad ante una perturbacién exponencial

en el gradiente de presion

;T0=0.1,1=0.1,0.2,03

pL
G=V(t) x p,

Fuente: elaboracion propia.

Variacién temporal de las pérdidas de presion por friccion

En la seccion anterior se analizd6 como se comporta la velocidad del flujo cuando
se produce una perturbaciéon en el gradiente de presion, mientras que esta seccion
trata de como se comporta temporalmente la pérdida de presion por fricciéon cuando
existe una variacion temporal en la velocidad del fluido causada por un efecto externo
al sistema considerado. Este cambio en el flujo se genera cuando se produce una
inyeccion de este fluido o una extraccion del mismo. En cualquiera de los casos el
cambio en la velocidad promedio del fluido se supone que tiene lugar de forma
exponencial, de tal manera que:

V() = o(1—exp(—-L))+ v,

2
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donde la velocidad y el gradiente de presion para t=0o0 estan dados por:
Vz = <b+ Vl

AP,

8
L :R—l;(q”m

y la ecuacién constitutiva correspondiente es la ec. (ec consti 1):

1 — 1 pos
Fh(t)_ D.V(t) +\/;Dt V(t)

o4

Definiendo las variables de desviacion:

¢ (t) =V (8)-V(0)
501= 4 (1022

y sustituyendo apropiadamente:

80 = D) + £ D90

A partir de las definiciones establecidas se tiene que @ (t) es una funciéon conocida,
la cual esta dada por:

$(t) =—Pexp(—)

de tal manera que:

s0=-on[oa(- £ o [ or((-£)
g(t) = CD%exp(— TLZ)—CD\/%CO <\/%exp<— Tiz)erf( —%))
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donde la constante Cyse evaliia a partir de las condiciones iniciales, obteniéndose

finalmente:
AP _ ., 8mp t [ 1 t t
.= v, 7, | €XP <_T_2)_ -, exp(—T—z)erf -,
+V 8mp 1-{exp (- L) [-Lexp(-L )erf[ |[—L
Z T, p T2 T, p T T3

En la Figura 3.3 se muestra el comportamiento temporal del gradiente de presion
generado por las fuerzas de fricciéon viscosas tomando como parametro el valor
de la constante de tiempo 7,5 asociada a la perturbacién exponencial del flujo
. m m .
y considerando V;=0.1 s, V,=0.2 y sy 7,=0.1s. En este caso se aprecia la
presencia de un sobredisparo, cuyo valor se incrementa cuando disminuye el valor
de T,y que el tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario se incrementa
con el valor de T,.

Figura 3.3. Comportamiento temporal del gradiente de presién ante un cambio exponencial
del flujo

AP
G= Tggp 5 0= 0L V1=01V2=021:=02,03,04

Fuente: elaboracion propia.

Pérdidas de calor en flujos estacionarios

Un problema muy frecuente que se presenta a nivel industrial se relaciona con
las pérdidas de calor que se producen cuando un fluido se transporta en estado
estacionario a través de un tubo de radio R a una temperatura diferente a la
temperatura ambiente Ty, la cual se supone constante, tal y como se muestra en
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la Figura 3.4 Debido a esta diferencia de temperatura se produce un transporte
de calor por conducciéon con respecto al radio del tubo, a la vez que el calor se
transporta por conveccion a lo largo de la longitud del tubo debido al movimiento
del fluido. La existencia de dos mecanismos de transporte de forma simultanea
causa que la temperatura en el seno del fluido cambie no solo con respecto a la
coordenada 7, sino también con respecto a la coordenada z, de tal manera que
para una distancia lo suficientemente grande con respecto al punto de entrada la
temperatura del fluido es practicamente igual a la temperatura ambiente.

Figura 3.4. Fluido que se transporta en un tubo a temperatura diferente al ambiente

zZ

causando un transporte de calor

Fuente: elaboracion propia.

En ocasiones lo que interesa es encontrar el comportamiento de la temperatura con
respecto a la longitud del tubo, y no el perfil de temperatura en detalle. En principio,
este comportamiento puede ser estimado a través de un balance macroscopico de
energia en el sistema, pero este enfoque no toma en cuenta el efecto del transporte
por conduccién. Sin embargo, esta limitacion puede ser superada a través del
empleo de la ecuacion constitutiva correspondiente a este sistema.

La ecuacion diferencial parcial que describe el comportamiento de la
temperatura estd dada por:

oCV dT(z,r) _i L - 0T (z,r)

d
P 0z T a_z( or ) +U(T-T)

donde k [skr;ak] es el coeficiente de conductividad térmica del fluido, Vs eslavelocidad
kcal

promedio del flujo, U, ] depende del coeficiente de conductividad térmica k,, y

del espesor 6 de la pared del tubo, respectivamente:

k
UO:é‘_zZ,
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p[lr%] y Cp &l son 1a densidad y la capacidad calorifica del fluido, respectivamente,

y T, [K] es la temperatura ambiente, la cual se considera constante. En este caso se
supone que la viscosidad, densidad y conductividad térmica del fluido son constantes.

La ecuacién constitutiva correspondiente a este sistema esta dada por la
ecuacion diferencial fraccionaria espacial:

D,T,+/a,D®5,T,=q(T,-T,)
Tz:O = TO

donde T, es la temperatura promedio del fluido con respecto al area de flujo y los
parametros 0 y q, se relacionan con el efecto de la conductividad térmica del fluido
y de la pared del tubo, respectivamente, sobre el comportamiento de la temperatura
promedio, y estan dados por:

a,= _k__ m
" pC,VR?
— UO -1
qo= pCV m

Para resolver la ecuacion constitutiva se define como variable de desviacion:

b (2) = (T-T)

de tal forma que esta se reescribe como:

D, (2)+/ D", p(2)= q P(2)
b (2)= o

Considerando a z como la variable independiente y aplicando la transformada de
Laplace se obtiene:

®o
s+ s* + q

$o
(" 4+ a)(s” + ay)

b0 1 ¢ 1
(a1-a;) (5" + ay) (a1-az) (s + ay)

¢(s)
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donde:

a,= % \/a_o‘ % v @—4q,
A= % \/a_o+%\/ ay-4q,

Aplicando la transformada inversa y sustituyendo la variable de desviacion se
obtiene la ecuacion que predice el comportamiento de la temperatura promedio
del flujo con respecto a la longitud del tubo:

ai(Ty-T,)

T,=
(a-a)

(exp(atz)(1-erf(a;2")))

—%(exp(a%z)(1—erf<azz°-5)))

En la Figura 3.5 se muestran los comportamientos predichos de la temperatura T,
(°C) con respecto a z considerando como parametro a ¢, para el mismo valor de
a, considerando A: la temperatura del fluido a la entrada del tubo es mayor que la
temperatura ambiente, de tal manera que se produce una pérdida de calor y B: la
temperatura del fluido es menor que la temperatura ambiente, de tal manera que
el fluido absorbe calor.

Figura 3.5. Efecto de la pared del tubo sobre el calor intercambiado entre el fluido y el

ambiente
A
20 : : : : : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 00
m
Ty=60°C; T,= 25°C; = 0.01m";qo= 0.04, 0.004, 0.0004m
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m

T,=10°C; T,= 25°C; aty= 0.01m™;q,= 0.04, 0.004, 0.0004m

Fuente: elaboracion propia.

El parametro gqqse relaciona con las pérdidas de calor a través de la pared del tubo,
siendo proporcional a la conductividad térmica de la pared del tubo e inversamente
proporcional al cuadrado del espesor de esta.

Notese que una disminucion de este parametro causa un incremento de la
distancia requerida para que la temperatura del fluido sea igual a la temperatura
ambiente, lo que significa menores pérdidas de calor (caso A) o menor cantidad de
calor absorbido (caso B), por lo que los resultados predichos se corresponden con
los resultados esperados.

EnlaFigura 3.6 se muestra el comportamiento dela temperatura para diferentes
valores del parametro &, el cual toma en cuenta el efecto de la conductividad térmica
del fluido y del perfil de temperatura sobre el calor intercambiado. En los puntos
proximos a la entrada del tubo, cuando las diferencias de temperatura entre el fluido
y el ambiente son altas, el incremento de este parametro causa que las pérdidas de
calor se incrementen, lo cual es un indicativo de que el transporte de calor debido
al mecanismo molecular (conduccién de calor en el seno del fluido) es importante.
Sin embargo, a distancias alejadas del punto de entrada, cuando las diferencias de
temperatura son menores, las pérdidas de calor disminuyen, ya que se incrementa la
distancia requerida para que el fluido alcance la temperatura ambiente.
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Figura 3.6. Efecto del transporte por conduccién en el fluido sobre el calor intercambiado

con el ambiente

20 t t t t t t t t t {

T 262+
260
\\ o1
el 0001
252+ 0 —_—
B0+ — — — — — — — — — — — — , -
248 T
246+
: : : : : : : : : |
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

T,=60°C; T, = 60°C; qo= 0.04m";ct= 0, 0.001, 0.01m"*

Fuente: elaboracién propia.

Reaccion quimica con difusion

El estudio de la cinética de reacciones quimicas en sistemas homogéneos involucra solo
al tiempo, ya que usualmente se puede considerar que la concentracion de reactivos
y productos es la misma en todo el volumen del sistema. Sin embargo, esto no ocurre
asi en los sistemas heterogéneos, como sucede cuando uno de los reactivos es un
solido o este Gltimo actiia como un catalizador, de tal manera que la reacciéon ocurre
en la superficie del solido. En estos casos hay que distinguir entre la velocidad de
reaccion quimica real, que generalmente no puede ser observada de forma directa,
y la velocidad aparente de la reaccion, que tiene que ver con el comportamiento de
la concentracion de reactivos y productos en la fase fluida. Esta distincion entre la
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velocidad real y la velocidad aparente se debe a que en los sistemas heterogéneos
es necesario considerar el efecto de los procesos de transporte de masa que tienen
lugar entre el seno de la fase fluida y la superficie del solido, como se ilustra en la
Figura 3.7.

Figura 3.7. Reaccion quimica en sistemas heterogéneos

Difusién de I
reactivos

Reaccién quimica
en la superficie
del sélido

Difusién de
productos

Fase fluida

Fuente: elaboracion propia.

Sise supone que: 1) la cinética de la reaccion se describe a través del comportamiento
temporal de uno de los reactivos en la fase fluida; ii) la cinética real es de primer
orden y iii) el gradiente de concentraciéon generado por la ocurrencia de la reaccion
causa que la difusion ocurra en la direccion perpendicular a la superficie del solido,
entonces el comportamiento de la concentracion del reactivo se describe a través de
la ecuacion diferencial parcial:

Oc _ p 0% _
ot =P dy? kC

donde k [s7] es la constante de velocidad de reaccion y ¢ es la fraccion molar del
reactivo y D [ es el coeficiente de difusién. La velocidad aparente de la reaccién,
la cual se refiere al comportamiento de la concentracién promedio C del reactivo
con respecto al tiempo puede entonces ser determinada a través de la solucion de la
ecuacion constitutiva correspondiente, que esta dada por:

DtC(t)++/hD5C(t)=-kC(t)
C(0)=(0)
h D

=S
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donde L es la longitud caracteristica de la fase fluida paralela a la direccién en la
cual ocurre la difusion, es decir, perpendicular a la superficie del sélido. La solucion

de la ecuacion constitutiva es:

alcO

(=1, )(eXp(a%t)(l erf(a,t*?)))

e (exp(ait) (1-erf(at™)

donde:

En la Figura 3.8 se muestra el comportamiento de la concentracion con respecto al
tiempo para caso A: Considerando como parametro el efecto de la difusion; y caso
B: considerando como parametro el efecto de la reacciéon quimica.

Figura 3.8. Efecto combinado de la reaccién quimica y difusion en sistemas heterogéneos

A

k=0.1s%;C,=1;2=0,0.01,0.2,2s*
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h=1s",C,=1;k=0.1,0.5,2s"

Fuente: elaboracion propia.

Notese que la velocidad aparente de la reaccion se incrementa con el aumento de
ambos parametros, y que el efecto de la difusion causa que el comportamiento tem-
poral de la concentracién de reactivo, aunque obviamente es decreciente, no se
ajusta a un comportamiento exponencial como el que se debe esperar para el caso
de una reaccion de primer orden.

Los estudios cinéticos siempre deben llevarse a cabo de forma experimental,
ya que es muy dificil establecer a priori el mecanismo de reacciéon involucrado,
aspecto que se dificulta atn mas en el caso de las reacciones que tienen lugar en
la superficie de los solidos. El uso del modelo dado por la ecuacion (EC reaccién
y difusion) conlleva a realizar ajustes estadisticos no lineales del mismo a los datos
experimentales observados, lo cual constituye una limitacion importante del mismo,
ademas de las que se derivan debido a las suposiciones que fueron establecidas.
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Turbulencia

Alejandro Rodriguez Valdés
Arturo Palacio Pérez
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El paradigma actual de la ingenieria se basa en el empleo de modelos mate-
maticos basados en las leyes fenomenoldgicas de conservacion para describir los
fenémenos fisicos y quimicos que ocurren en los procesos industriales, lo cual
permite refinar los métodos de diseno y evaluacion de los equipos. A pesar del
éxito alcanzado en esta tematica, que ha dado pie al surgimiento de nuevas lineas
de investigaciéon como la Dindmica Computacional de Fluidos, existen todavia
fené6menos que no han podido modelarse con exactitud debido, por una parte, a
la complejidad involucrada en los procesos que ocurren, mientras que por otra
parte no se conoce exactamente los principios fisicos basicos que causan a estos
comportamientos complejos.

En este contexto destaca el problema de la modelacion del movimiento de
los fluidos, que se describe a través de la ecuacion de Navier Stokes. Esta es una
ecuacion diferencial parcial espacial - temporal, donde la variable dependiente, en
este caso la velocidad del fluido, es un vector de tres componentes y su deducciéon
se basa en la aplicacion de las leyes de conservacion del momento en un volumen
diferencial del fluido.

Uno de los problemas matematicos pendientes hasta la actualidad consiste
en la obtencion de una solucion general de esta ecuacion que sea aplicable a todos
los casos que se pueden presentar. En su defecto, la ecuacion original se simplifica
tomando en cuenta las caracteristicas del sistema y los gradientes de velocidad mas
importantes, con el proposito de obtener una ecuacion diferencial parcial mas simple
que pueda resolverse de forma analitica. No obstante, atin en los casos mas simples,
la ecuacion de Navier Stokes, por si sola, no permite predecir el comportamiento
del cambio de régimen de flujo que ocurre cuando la velocidad del fluido alcanza
un determinado valor maximo, ni el comportamiento analitico del perfil de
velocidad bajo condiciones de turbulencia. En este sentido, existen cuatro puntos
de vista fundamentales para modelar la turbulencia: 1) el determinista clasico; i1) el
empirico; iii) el estocastico y iv) el basado en la teoria de la complejidad.

Enfoque determinista
La ecuaciéon de Navier Stokes, que es valida para un fluido con densidad p y
viscosidad constante, esta dada por:

p%+p\7. Vi =uv* + VP + pg

donde la velocidad es un vector de tres componentes ¥=(v,v,,,), t es el tiempo,
P es la presion, g es el producto de la aceleracion de la gravedad y la diferencia de
altura. Si se definen las variables no dimensionales:
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P
pV?

V=

;I:tLL;A:

<2|<z

entonces la se obtiene la ecuaciéon no dimensional:

%+v. Vv =RLEVZV +VA

en la cual el parametro R, es el numero de Reynolds, definido como:
_PpPVL

R.="
y donde V [%] es la velocidad promedio del flujo, igual al flujo volumétrico Q [mTZ]
dividido por el area A[m?] de la secciéon perpendicular al movimiento del fluido y
L es una longitud caracteristica del sistema, la cual se toma en cuenta ademas para
expresar las distancias espaciales x,y,z de forma no dimensional:

X =Y, _Z
lx_L;ly_Lllz_L

El ntimero de Reynolds es un parametro no dimensional que cuantifica la relacién
entre las fuerzas inerciales y viscosas, y juega un importante papel en la estimacion
del régimen de flujo, como se expondra mas adelante.

Normalmentela ecuacionse simplifica considerando solamente el componente
de la velocidad correspondiente al eje paralelo a la direccion del movimiento del
fluido, y haciendo igual a cero el resto de los componentes. Bajo esta suposicion, en
estado estacionario y para geometrias relativamente simples se llega a una ecuacion
diferencial ordinaria cuya solucién analitica predice un perfil de velocidad estable
y organizado. Esta solucién es correcta para el caso del régimen laminar de flujo,
cuando las capas de flujo no se mezclan entre si, como se muestra en la Figura 4.1.

Figura 4.1. Comportamiento de la velocidad en régimen laminar

v

Fuente: elaboracion propia.
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El valor de R, se incrementa con la velocidad promedio, hasta alcanzar un
determinado valor maximo, a partir del cual las capas de flujo se mezclan entre si, y
la velocidad puntual muestra un comportamiento impredecible que cambia con el
tiempo, aun cuando el sistema se encuentre en estado estacionario, lo que se conoce
como régimen turbulento (Figura 4.2). Este comportamiento impredecible, que no
es predicho por la solucion analitica exacta, se genera debido a que las capas de flujo
se mezclan entre si, lo que en principio se puede explicar debido a que, bajo estas
condiciones, los componentes del vector que en el caso laminar fueron considerados
igual a cero no pueden esta vez ser despreciados. El problema aqui es que no se ha
encontrado una forma de modelar esta dependencia del valor de los componentes
de la velocidad con respecto al nimero de Reynolds, mientras que, suponiendo
que esta dependencia sea encontrada, esto llevaria a resolver una ecuacién cuya
solucion analitica no ha podido hallar. Todas estas limitaciones evidencian que
el enfoque determinista clasico es actualmente completamente inapropiado para
resolver el problema de la turbulencia.

Figura 4.2. Comportamiento de la velocidad en régimen turbulento

v _h‘

Fuente: elaboracion propia.

Solucion empirica

La revolucién industrial implico, entre otras cosas, la implementacién de procesos
que operan de forma continua en los cuales el transporte de fluidos a través de tubos
juega un papel fundamental. En estos casos lo comtn es que los fluidos se transportan
en el régimen turbulento, siendo la excepcion (por cierto, no deseada) el transporte
en régimen laminar. Esto conllevd a la necesidad de disponer de ecuaciones que
permitan calcular la potencia de bombeo requerida como una funciéon de las
dimensiones del proceso, el flujo requerido y las propiedades fisicas del fluido. En
principio estos aspectos pueden ser resueltos de forma analitica si se dispone del
perfil de velocidad en el tubo, lo cual implica disponer de una solucion de la ecuacion
de conservacion del momento en régimen turbulento, aspecto que, como se discutio
en la seccion anterior, no se puede resolver a través del enfoque determinista.
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Este problema practico fue resuelto a principios del siglo XX a través del
enfoque empirico, basado en las observaciones experimentales y en el uso de la
estadistica del comportamiento de la velocidad promedio del flujo, sin necesidad de
considerar el perfil de velocidad.

Para esto se toma en cuenta que el rozamiento que se produce entre las capas
de flujo y entre el flujo y la pared del tubo, respectivamente, causa una pérdida de
energia, conocida como disipacion viscosa o pérdida de presion por friccion, que debe
ser contrarrestada a través de la imposicion de un trabajo externo sobre el sistema
(en este caso el empleo de un equipo de bombeo). Este fendmeno se manifiesta en
que el flujo siempre tiene lugar desde las regiones de mayor energia (mayor altura o
presion) a las regiones de menor energia. Se ha obtenido te6ricamente, y corroborado
experimentalmente, que en régimen laminar las pérdidas de presion por friccion se
incrementan linealmente con la velocidad promedio del fluido, encontrandose que:

AP =825 Vp

Vi
donde L (m) es la longitud total del tubo y D (m) es el diametro del tubo.

En régimen turbulento se mezclan las capas de flujo, y eventualmente
se generan patrones complejos, como vortices y remolinos, cuya formacion y
mantenimiento conllevan aunadisipacion adicional dela energia, lo que se manifiesta
en un incremento de las pérdidas de presion por friccion y en un comportamiento
no lineal de AP con respecto a V que depende del valor del nimero de Reynolds. En
este sentido, las pérdidas de presion se determinan a través de la relacion:

w=r<3or(h)
D=2R

donde f es el factor de friccion que depende de R,, que para flujos en tubos esta
dado por:

donde:

R.< 2100: régimen laminar
R.> 2100: régimen turbulento
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Notese que para régimen laminar el factor de fricciéon esta dado por:

64
f_ Re

La relacién entre f y R, se establecié de forma experimental, existiendo diferentes

modelos estadisticos que describen este comportamiento, algunos de los cuales se

muestran en la Tabla 4.1 En la Figura 4.3 se muestra el comportamiento de las

pérdidas de presion por friccion con respecto a la velocidad promedio del fluido

para el agua fluyendo en un tubo de radio igual a 0.01 m y longitud 100 m. Nétese

que la transicion

de flujo laminar a flujo turbulento ocurre de forma brusca y

repentina, lo cual se ha podido comprobar experimentalmente, sin que quede claro

el mecanismo asociado a este cambio.

Tabla 4.1. Expresiones del factor de friccién f para régimen de flujo turbulento

Ecuacion Expresion
1 £
=-21 57
von Karman z\/? Og”’( 3.7D)
1 _ £ 2.51
von Karman - Nikuradse 2 /F =-2logu( 355+ Rez\/?)
1 _
Colebrook- White Jr =4ogu(R./)-04
_ 03164
Blasius (R) %

£
D =2R; D :rugosidad relativa de la pared del tubo

Figura 4.3. Comportamiento de las pérdidas de presion respecto a la velocidad del fluido

Dp

Fuente: elaboracion propia.
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Enfoque estocastico

La velocidad promedio con la cual se mueve un fluido en un tubo depende
de las velocidades locales espaciales, las cuales experimentan fluctuaciones
temporales, las cuales dependen del valor de la velocidad. En régimen laminar
estas fluctuaciones son de pequeiia magnitud y pueden despreciarse, por lo que
las velocidades locales pueden considerarse como variables deterministas y las
predicciones de la ecuacion de Navier Stokes resultan validas.

A medida que la velocidad del fluido se incrementa también aumenta la
magnitud de las fluctuaciones, hasta que se llega a un punto de bifurcacion en
el cual el patron de flujo laminar desaparece debido a que las capas de flujo se
mezclan entre si, dando lugar al fenémeno de la turbulencia. Aunque la velocidad
local fluctda, el valor promedio temporal es constante en estado estacionario,
generandose un perfil de velocidad promedio.

Se ha observado que este perfil de velocidad promedio es diferente al perfil
parabélico tipico del régimen laminar, mostrando una tendencia a ser practicamente
plano en las zonas cercanas al centro del tubo, que se corresponden con aquellas
en las que el fluido alcanza la mayor velocidad local y las fluctuaciones locales son
mas importantes. Estas observaciones han llevado a diferentes autores a proponer
el empleo del enfoque estocastico, formalismo que permite tomar en cuenta
explicitamente el efecto de las fluctuaciones.

Para obtener el modelo estocastico se escribe la ecuaciéon de Navier Stokes
expresando la velocidad como la suma de su valor esperado y un término estocastico
&=(8. €, §.) que representa las fluctuaciones:

ad(v+ 9§

T+(v+g).V(v+f)=R%v2(v+f)+w\

Integrando con respecto al tiempo para determinar el promedio temporal, y
considerando que:

(&) = Jédt =10
(&7 =+ [(§gNdt £ 0

se obtiene para la velocidad promedio local:

%+ (v) - W(v) :RLEVZ(V) + VA + V- (&)
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Para poder resolver esta ecuacion diferencial estocastica es necesario conocer la
funcion de distribucion de probabilidad asociada a las fluctuaciones, de tal manera
que se disponga de una ecuaciéon para modelar el comportamiento de la matriz
de las varianzas y covarianzas de las fluctuaciones, dada por (§§"). El problema es
que no se conoce esta funcion de distribucion de probabilidad, ni tampoco cual
es la dependencia que existe entre la matriz de correlacién de las fluctuaciones y
el namero de Reynolds'. Este problema se ha intentado resolver identificando al
término asociado a las fluctuaciones con un tensor de corte turbulento:

= ()= kv

Que involucra a una viscosidad turbulenta u,, proponiéndose diferentes modelos
para su estimacion.

Enfoque basado en la teoria de la complejidad
En este enfoque se intenta modelar el fenomeno de la turbulencia a través de la
solucidon numérica de la ecuaciéon de Navier Stokes, lo que ha dado origen a una
rama de la ciencia conocida como Dinamica Computacional de Fluidos. Si bien se
han logrado algunos éxitos en relaciéon con la modelacién del comportamiento de
vortices y remolinos, todavia no ha sido posible encontrar una explicacion de por qué
es el nimero de Reynolds el que puede considerarse como parametro de control y
cudles son los valores limites de este que se asocian con la aparicion de la turbulencia.
Se ha intentado encontrar una via alternativa que, si bien no resuelve el
problema, permite al menos predecir el comportamiento del perfil de la velocidad
local promediada en el tiempo y cuantificar la intensidad de las fluctuaciones.
El punto de partida de este enfoque es el hecho de que el perfil de velocidad es
de naturaleza estocastica e irregular, y que este comportamiento irregular puede
ser descrito a través de una linea irregular cuya dimension fractal depende de la
intensidad de la turbulencia. En este caso, en vez de promediar espacialmente esta
funcién irregular en un espacio eucliadiano para obtener la velocidad promedio,
se considera que el perfil se describe a través de una funciéon determinista que
evoluciona en un espacio fractal cuya dimension es equivalente a la dimension
fractal de la funcién irregular. Esta consideraciéon conlleva a expresar la ecuacion
no dimensional de Navier Stokes como una ecuacién diferencial fraccionaria:

a(v)
ot

1

(V) V) =

V2e(v) + VA

! La turbulencia depende del namero de Reynolds, el cual es directamente proporcional a la velocidad promedio.
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donde el orden de la derivada espacial 1<a<Z2 se corresponde con la dimension
fractal del perfil de velocidad irregular y se encuentra estrechamente relacionada
con el namero de Reynolds. Debido a esto, la aplicacion de esta ecuacién solo es
posible para fluidos que se encuentran en estado estacionario, ya que en estado
no estacionario el orden de las derivadas fraccionales dependeria del tiempo, lo
que complica en grado sumo encontrar una soluciéon analitica ain para el sistema
mas sencillo. Por otra parte, nétese que el valor de o debe ser conocido a prior
para poder aplicar este formalismo, aunque como se vera en la proxima existe una
manera de predecir el comportamiento de & con respecto a R..

Aplicacion del calculo fraccionario para la modelacion de flujos
turbulentos en tubos

Para un flujo en tubos en estado estacionario donde la densidad y viscosidad del
fluido son constantes la ecuacion que describe el perfil de velocidad esta dada por:

0= g5 +u 7o (7o)

Definiendo como variables no dimensionales:

=UZ
4
=
-5

La ecuacion (flujo en tubos 1) queda escrita de la forma:

0=o+1-0(

d¢
y dy )

Yoy

donde el parametro no dimensional ® involucra al gradiente de presién no
dimensional y al nimero de Reynolds:

_0A R
P =732
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El proximo paso consiste en expresar la ecuacion diferencial (flujo en tubos 2) en
forma de una ecuacién diferencial fraccionaria:

0=+ D4(D%)
az=1
sujeta a las condiciones de contorno:

[Dy,]y-0=0
¢(1)=0

cuya solucion analitica exacta esta dada por:

¢) — _ 2a
W_(l ly1°)

donde el valor de ¢pmax esta dado por:

Y
2a(1+ o)l 2a)

¢max =

Ahora se procede a integrar para determinar la velocidad promedio:

_ P oot (1-ly 1)y dydO
2a(1 + I'(2a) 2a(1 + a)I'(2a)

(®)

_ P 1 «a
201+ )T (2a) 2 a+1

(®)

Pero por definicion de variables no dimensionales:

(#)=1

y por lo tanto:
D=4T(2a)(a+1)?

ol =1T6E F(Za)(a + 1)2
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y el gradiente de presiéon no dimensional queda expresado como:

JdA _ 16

I ™R,

F'Q2a)(a + 1)?

en régimen laminar a=1, por lo tanto:

OA _ 64

ol — R,

de tal forma que la ecuacion para régimen turbulento se expresa como:

oA _
o1 =f

de donde:

%F(Za)(a +1)2=f

El préximo paso consiste en expresar f como una funcion de R., para lo cual
se pueden utilizar los modelos estadisticos que se muestran en la Tabla 4.1 Si se
selecciona el modelo de Blasius:

187(T(2a)(a + 1))F =R.

donde el valor de a se obtiene a partir de la solucién numérica de la EC. (Reynolds
alfa) y la aplicacion de métodos estadisticos:

oa=1
a= 0.286In(R,)>2100

y su variacion con respecto a R, se muestra en la Figura 4.4.
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Figura 4.4. Comportamiento de la dimension fractal del perfil temporal de la velocidad

respecto al nimero de Reynolds

alpha 20 T

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 léOOOO
(&

Fuente: elaboracion propia.

Sustituyendo las variables no dimensionales se obtiene el perfil de velocidad para
régimen turbulento:

T 24
V= Vmax(l_ |§|2 )
a= 0.286In(R,)-1

el cual se muestra en la Figura 4.5, donde se ha considerado como parametro el
nimero de Reynolds.

El valor de R, se incrementa cuando la viscosidad disminuye, de aqui que
esta figura puede ser utilizada para analizar el efecto de esta propiedad sobre el
comportamiento turbulento, considerando que el valor de  es el mismo para
todos los casos. Notese que para fluidos de igual densidad, pero diferente viscosidad,
en sistemas de iguales dimensiones y sometidos al mismo gradiente de presion, la
velocidad se incrementa con la disminucién de la viscosidad, mientras que el perfil
tiende a presentar un mayor aplanamiento en las zonas cercanas al centro del tubo, lo
cual es una caracteristica del régimen turbulento en tubos. Estos resultados predichos
se corresponden con los esperados, ya que al disminuir la viscosidad disminuyen las
pérdidas por disipacion viscosa.
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Figura 4.5. Perfil de velocidad predicho para flujo turbulento

30+ 50000

B

20T

v
B=@ 5 %="f ; Re=3000,10000, 50000

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 4.6 se muestran los perfiles de velocidad temporal predichos a partir de

la funcién de Weierstrass para diferentes valores del nimero de Reynolds. Las lineas

irregulares construidas para simular estos perfiles tienen una dimension fractal igual

a a, que es el orden de la derivada fraccionaria que fue tomada como base para

la modelacion de los perfiles de velocidad y que depende del niumero de Reynolds.

Notese como las fluctuaciones se incrementan significativamente con el valor del

numero de Reynolds.

Figura 4.6. Simulacién del comportamiento temporal de la velocidad local en régimen

turbulento

231

21

Re =100

) 7MRC ;»

Fuente: elaboracion propia.

84

‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcion de fenémenos fisicos y quimicos.indd 84

06/07/22 15:12 ‘



Dinamica«flujolaminar
no Newtoniano .. tubos

Elena F. Izquierdo Kulich
Susana Gonzélez Santana

- ‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcion de fenémenos fisicos y quimicos.indd 85 06/07/22 15:12 ‘ JEE—



‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcién de fenémenos fisicos y quimicos.indd 86 06/07/22 15:12 ‘



Los fluidos newtonianos se caracterizan por el hecho de que su viscosidad u
depende de la naturaleza fisica del fluido, y solo cambia significativamente con la
temperatura del sistema. De esta manera se asume que existe una relacion lineal
entre el gradiente de velocidad y y la tensién de corte del fluido 7:

r=-py=-p3Y

Todos los gases y liquidos que estan compuestos por moléculas pequefias (peso
molecular menor que 5000) presentan este comportamiento newtoniano. Sin
embargo, para fluidos que presentan en su composiciéon compuestos de alto peso
molecular esta propiedad no se cumple, por lo que se conocen como fluidos no
newtonianos. Aunque no se conoce exactamente la naturaleza quimico - fisica
de este comportamiento, se supone que este se relaciona con el hecho de que las
moléculas de alto peso molecular tienen implicitamente muchos grados de libertar
internos. Por otra parte, este comportamiento se ha observado que ocurre también
en los sistemas dispersos, y en este caso se atribuye a la distorsion local de los perfiles
de velocidad que causa la presencia de la fase dispersa.

La no linealidad entre el gradiente de velocidad y la tension de corte causa
que las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de estos fluidos
sean no lineales. Si bien estas pueden resolverse de forma analitica para el caso
del transporte en tubos en estado estacionario, esto no ocurre asi en el caso no
estacionario. La dinamica de estos sistemas puede ser predicha obteniendo una
ecuacion diferencial parcial fraccionaria equivalente que pueda ser resuelta de
forma analitica mediante el método de separacion de variables.

En este tipo de fluidos no es valido el concepto de viscosidad como propiedad
del fluido, ya que esta cambia con el valor de la velocidad. Por esta razon se suele
tratar con el concepto de viscosidad aparente, que es una propiedad del flujo, la cual
depende no solo de la naturaleza del fluido sino también del gradiente de velocidad.

Reologia de los fluidos no newtonianos
Para los fluidos no newtonianos es necesario disponer de modelos que describan
el comportamiento de la tension de corte con respecto al gradiente de velocidad,
los cuales se ajustan a los comportamientos experimentales observados para cada
fluido en particular. Estos modelos pueden clasificarse en tres grupos:
1)Modelos newtonianos generalizados: describen el comportamiento del
fluido en estado estacionario, y son ampliamente empleados en ingenieria

para el disefio y evaluacion de sistemas de flujo.
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2) Modelos viscoelasticos lineales: son principalmente utilizados para describir
el comportamiento del flujo no estacionario con pequenos gradientes de
desplazamiento, y son de interés para los quimicos que estudian las estructuras
de los polimeros.

3) Modelos viscoelasticos no lineales: constituyen un intento de describir todos
los tipos de flujo y son utilizados por los fisicos y los matematicos interesados

en desarrollar teorias generales.

Los modelos newtonianos generalizados son los mas simples, ya que solo toman en
cuenta el caracter no newtoniano de la viscosidad. Dentro de este grupo el modelo
mas frecuentemente usado es el modelo potencial, el cual se escribe de la forma:

=1y

donde ¥ es el gradiente de velocidad 7 es la viscosidad aparente (Pas), que depende
del gradiente de velocidad de acuerdo con una ley potencial:

T=my"

Los parametros m y n se determinan experimentalmente, donde n es el orden del
s"’kg

flujoym [%+%#] es 1 consistencia.

Solucion de estado estacionario

El perfil de velocidad en estado estacionario para un fluido no newtoniano en
régimen laminar cuya reologia se expresa a través del modelo potencial se describe
a través de la ecuacion diferencial:

0=9o+ m%% r(%)n
(32)-0
v(R)0 =0

donde @ es el gradiente de presion y su solucion analitica es:

1

v =y o)

88

‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcién de fenémenos fisicos y quimicos.indd 88 06/07/22 15:12 ‘



‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcion de fenémenos fisicos y quimicos.indd 89

Integrando con respecto al area de la secciéon transversal del tubo se obtiene el
comportamiento del flujo con respecto al gradiente de presion:

=it o)’

Notese que el comportamiento no lineal de la tension de corte con respecto al
gradiente de velocidad causa una distorsion del perfil de velocidad cuadratico tipico
del régimen laminar, para el cual n=1 (Figura 5.1), asi como un comportamiento
no lineal del flujo con respecto al gradiente de presion.

Figura 5.1. Comportamiento del perfil de velocidad considerando como parametro el orden

del flujo n=0.4,1,2

10T
v/Vmax
091

08 T
0.7 1
0.6 T
0571
04T
0371
02T

0.17

0.0 f t t t t t t t t !

Fuente: elaboracion propia.

El perfil de velocidad obtenido constituye la solucion de una ecuacion diferencial
de orden y grado fraccional, ya que el valor del orden de flujo generalmente es un
nimero no entero. Se puede demostrar que la ecuacién (no newtoniano inicio)
sujeta a las condiciones de contorno especificadas es equivalente a la ecuacion
diferencial fraccionaria:

0 0V
X

o
Il
3|H §|'9'
+
=
><|»—x
Y
=
=Y

sujeta a las mismas condiciones de contorno.
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Equivalencia entre la ecuacion diferencial fraccionaria y la ecuacion
diferencial de grado no entero

La ecuaciéon (no newtoniano inicio) puede ser expresada como el sistema de
ecuaciones diferenciales:

0=r2 D5+
£(0)=0
E=-4,D%v
V(1) =0

donde E representa la tension de corte del fluido dividido por la consistencia y el
radio del tubo:

n__0
©  mR
Resolviendo la ec. (no newtoniano 2):
e 1
= -5 rd
de tal manera que:
L xd = 4D
2m 0 T

:; a+1 _ qea+l
"M =Sra+ @agm TR
:; i * a+1 _ qea+1
(a + 1) ( Zm) (R r )

Sustituyendo el valor de a se obtiene:

—__n ) % %+1_ 1
V() = (g )T RF -

que es igual a la solucion obtenida para la ecuacion diferencial de orden entero y
grado no entero.
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Solucién de estado no estacionario
En estado no estacionario el perfil de velocidad esta dado por la ecuacion diferencial
parcial de orden entero y grado no entero:

dv _ 1.9 . (9w
P ot ®+mldr(98)

la cual no puede ser resuelta mediante el método analitico. Sin embargo, es posible
obtener una solucién analitica mediante el método de separacion de variables si
esta se escribe como una ecuacion diferencial fraccionaria del tipo:

ov(x,t) _ d, 1 "
Koot T m + Ay DxD v (x,t)
(va('t))x=0 :0
v(L,t)=0
[Po]eco \7 1,
vt O(x) (1 +n) ( (1 T'n )
q)(): _@RZ
0z
_ D \1-a 1
Ao = <( 2nr) (a + 1))
2
K= ﬂ
m
1
a=—
n
donde:
=T
=R

Ademas de las condiciones de contorno expresadas, se va a considerar que el com-
2

portamiento no estacionario se debe a una perturbacion tipo salto escalén en el

gradiente de presion, de tal manera que el sistema alcanza un estado estacionario

final donde el perfil de velocidad esta dado por:

Dol
v = <[ il )(1— xi)
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Expresando la solucién no estacionaria como:
V=0,-(x)+q(x,t)

y sustituyendo apropiadamente se obtiene:

WDq(xt) =L Dig(xt) + D q(xt)
donde:
W =" = pRer(a + Dme(F)"
4, P 2

Expresando q(x,t) como el producto:

q(x,t)=h(x)g(t)

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales fraccionarias:

- (1x) (5D%h(x) + DEh(x)) = - C
1 0g(t)
g W —¢C

donde C es una constante de integracién que se determina a partir de las condiciones
iniciales y de contorno. Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

D(68) = Ve, () + (1,2 () = V() exp (-C1F)

Aligual que ocurre en el caso del flujo newtoniano en estado no estacionario cuando
la ecuacion diferencial parcial se resuelve por el método de separacion de variables, se
obtiene que la constante de integracion C puede tomar infinitos valores, lo cual indica
que el sistema tiene infinitas soluciones posibles. En este caso el valor de esta constante
se obtiene a partir de resolver mediante métodos numéricos la ecuacion algebraica:

J J

_ ; 1
limZN: ng(l_l_ﬁ) = lim ) ng(l_l_m) =0

"= +j)r[(ﬁ+j) (a+ 1)] s ra +J')F[(n}- 1 +j) (nr-:l)]
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donde la estructura de esta ecuacion indica que el valor exacto de € no es un nimero
que pueda ser calculado. No obstante, para aplicaciones practicas de este modelo se
suglere establecer un valor de N razonable, resolver la ecuacion y establecer como
solucion el valor minimo de € que sea real y positivo. En la Figura 5.2 se muestra el
comportamiento de C con respecto al orden de flujo que se obtiene considerando
N=10, el cual puede describirse aproximadamente a través del modelo estadistico:

C=41.815n%-101.36n+64.499

Figura 5.2. Comportamiento de la constante de integracién con respecto al orden de flujo n

Fuente: elaboracion propia.

El comportamiento no estacionario del flujo se obtiene integrando el perfil de
velocidad con respecto al area de flujo, obteniéndose:

Q=0Q,+(Q,-Q,) exp (-C7)

Do\ ]
Q= [3n+1 2 )R it

Q= [3n+1 ()R t=0

donde se ha considerado que el cambio en el flujo no solo puede ser causado por
una modificacion del gradiente de presion, sino también por modificaciones de
la composicion del flujo que afectan su reologia. En la Figura 5.3 se muestran
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la evolucion del perfil de velocidad con respecto al tiempo y el comportamiento
temporal del flujo, respectivamente, cuando: Caso A: se produce un incremento del
gradiente de presion; Caso B: se produce un incremento de la consistencia.

Figura 5.3. Dinamica del perfil de velocidad y el flujo para un fluido no newtoniano

3.0e-7

V(m/s) 2.0e-7 7,

t(s) 120140160 1.0 X
4065+
3.0e5 T
2.0e-5 +
1.0e5+
0.0¢20° 7 210 4}0 6}0 8}0 130 12}0 14110 1 tgo

Caso A:

Zkg

Dy=0.12;0,=0.2%:n = 0.7;m =50"=%; p = 950:%,R = 0.127 m
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Caso B:

D= 0.1%;n=0.7;my = 50 - ; m, = 60 8p = 950%;R = 0.127 m
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Superficies solidas
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Todas las superficies sélidas se caracterizan por presentar irregularidades, las cuales
algunas veces pueden ser apreciadas en la escala macroscopica, mientras que otras
veces estas solo son observables en la escala microscopica. Estas irregularidades
se manifiestan en el caracter rugoso de las superficies, en la imposibilidad de
volver a unir en partes un sélido previamente fracturado sin que medie un tercer
componente y en el hecho de que el area es mayor que la que se obtiene si se
identifica la superficie con un plano.

Las irregularidades superficiales se encuentran estrechamente relacionadas
con el caracter impredecible o aleatorio de la altura h de la interfase, y pueden ser
observadas directamente en la linea formada por la interseccién entre la superficie
y un plano perpendicular a esta, como se muestra en la Figura 6.1 En este sentido,
la rugosidad g se identifica con la desviacién estandar o de h:

e=o

1
o= N; |hi- (h)
_1<y
(h) = Ni;hl
donde N es el nimero de mediciones totales efectuadas.

Figura 6.1. Lineas de interseccion entre la superficie y un plano perpendicular a esta

Fuente: elaboracion propia.

El caracter aleatorio de la altura de la interfase se atribuye a los procesos estocasticos
que tienen lugar a escala microscopica durante la formacion de la interfase, asi como
a procesos posteriores de deposicion y desprendimiento de particulas que ocurren
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debido a la exposicion de la superficie con el ambiente, de la tal forma que la altura
de la interfase y la rugosidad de la superficie pueden predecirse a través de modelos
basados en las técnicas de modelacién estocastica. Por otra parte, notese que la
morfologia de las lineas superficiales® puede ser caracterizada a través de la geometria
fractal, de tal manera que es posible obtener modelos que relacionen la morfologia de
la superficie con la dindmica de los procesos relacionados con su formacion.

Modelacion estocastica de la formacion de la superficie

Para obtener un modelo mesoscopico que permita describir la altura de la interfase
de una superficie solida se va a aplicar el formalismo basado en la ecuacién maestra,
donde las irregularidades son generadas por la aleatoriedad de los procesos que
ocurren en la escala microscopica relacionados con la deposicién y desprendimiento
de particulas que se encuentran en el seno de una fase fluida que est4 en contacto con
el sélido (Figura 6.2).

Figura 6.2. Visualizacion de la formacion de la interfase

. fluido
‘ desposicion

desprendimiento

solido

Fuente: elaboracion propia.

Partiendo de esta suposicion inicial se establecen las siguientes consideraciones:

1. Se define como variable extensiva el nimero total de particulas depositadas
n, mientras que la variable macroscopica intensiva considerada es la altura h de la
interfase, donde la relacion entre ambas variables esta dada por:

_ vy
h= A

? Las lineas superficiales son las que se obtienen cuando la superficie se intercepta con un plano perpendicular a esta, como se
muestra en la Figura 6.1
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donde v, es el volumen de la particula (m?) y A (m?) es el drea observada.

2. La probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo de que tenga lugar
la deposicion de una particula sobre la superficie se supone a priori que puede
describirse a través de la relacion:

Wn+1/n:K1

donde k; (s) es la constante de velocidad de deposicion.
3. La probabilidad de transicién por unidad de tiempo de que tenga lugar el
desprendimiento se asume a priori:

Wn-l/n: K;n

donde K, (s*) es proporcional al inverso del tiempo de residencia de la particula en
la superficie.

A partir de las consideraciones establecidas se obtiene la ecuacién maestra
(EM) que describe el comportamiento de la probabilidad P(n,t) de tener n particulas
depositadas al tiempo t:

PG _ (g1 1y, P(nt)

+(E*-1)k,nP(n,t)
P(0,0)=1

donde E® es el operador paso que actia sobre las variables discretas de tal forma
que E*(f(x)) = f(x+a).

Si el cambio An que tiene lugar cuando ocurre un proceso estocastico a nivel
microscopico es practicamente despreciable en comparacién con n, entonces n
puede considerarse como una variable continua, de tal forma que la ecuaciéon de
Fokker Planck (EFP) correspondiente a la EM es:

oP(n,t
POD — 9 (- )P 1)
2
+% % (k, - K,n)P(n,t)

Sustituyendo aproximadamente la variable microscopica extensiva n se obtiene la
EFP expresada en funcién de la variable intensiva macroscopica, en este caso la altura
h de la interfase:
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OP(ht
PO 3 (3, i mP(ht)
2
+2 2 0 (- 1) P(hD)
donde:

La magnitud de las fluctuaciones internas escala con la relacion entre el tamafio
de las particulas que forman la interfase y el area total observada, por lo que
esta tiende a cero en la escala macroscopica, cuando el sistema observado es
muy grande en relacion con el tamafio de las particulas. Por lo tanto, para poder
caracterizar las irregularidades de la interfase el sistema debe ser descrito en la
escala mesoscopica, en la cual el area A de la superficie observada debe ser del
mismo orden de magnitud que el area a, ocupada por una particula individual.
De esta manera, la EFP que describe el comportamiento del sistema en la escala
mesoscopica queda escrita de la forma:

aP(ht
OPY 0, myP(ht)
2
#2100 (3,4 1,R)P(RE)
P(hyt) =1
14
(=t

Como la EFP obtenida es lineal con respecto a las probabilidades de transicion por
unidad de tiempo, su solucién es una funciéon de distribuciéon normal o gaussiana,
donde el comportamiento temporal del valor esperado de la altura de la interfase
(h) y su varianza @?se describen a través de las ecuaciones diferenciales:

d(h
B - ralh)
(R)i=0=ho
Cil_iz = 216,02 + (A, + Ky(h))
0?(0)=0
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En estado estacionario la derivada temporal que aparece en el lado izquierdo de
estas ecuaciones diferenciales se hace igual a cero, de tal manera que:

(hy=k
o2=11(k+(h))

donde el parametro k es proporcional a la relacién entre la constante de velocidad
de deposicion y la constante de velocidad de desprendimiento de las particulas,
respectivamente, y esta dada por:

_/11
k—Tz

=K
K;

En estado estacionario la rugosidad de la superficie predicha por este modelo esta

(2

Caracterizacion a través de la geometria fractal
En estado estacionario se cumple la propiedad de ergodicidad, lo cual significa que

dada por:

los promedios que se obtienen observando la altura de la interfase A en un mismo
sitio cuando se realizan muchos experimentos independientes es equivalente a los
promedios que se obtienen observando, para un mismo valor de tiempo, diferentes
sitios de la superficie, es decir:

__ 1 % 1 %
(h)_NxAt;Oh(HAt)_NXALgoh(L+AL)

Esto implica que la varianza temporal predicha por el modelo para un sitio especifico
de la superficie se relaciona con la morfologia de la linea irregular que se proyecta
sobre un plano perpendicular a la superficie, donde se considera que la distancia de
correlacion entre los sitios es del mismo orden de magnitud que la altura [ de una
sola particula, de tal forma que:

o~1°
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donde a es el coeficiente de rugosidad de la linea. El valor de & se estima a partir
de la relacion:

din(limy,., 5 L0k + (h)) )*°

Y dInl \-1
@ =lim dl ( dl )
_ 1405k
T 1+k

El coeficiente de rugosidad @ se relaciona con la dimensién fractal f de la linea
irregular, de tal manera que:

donde f se puede determinar experimentalmente a partir de la imagen en 2D de
la linea superficial mediante el método del conteo de cajas. Notese que para un
valor de @ igual a la unidad f=1, lo cual se corresponde con la caracterizacion
morfologica de una linea recta que une a dos puntos. Cuando la linea es irregular,
la longitud real entre dos puntos situados en la superficie es mayor que la de la linea
recta y esta definida como:

1< f<1.5
L>©

donde L es lalongitud de la linea euclidiana que une a dos puntos que se encuentran
en la linea superficial.

La dimensién fractal f y la rugosidad @ de la superficie se encuentran
relacionadas entre si a través del parametro k, de tal manera que sustituyendo
apropiadamente se obtiene la rugosidad b expresada de forma no dimensional:

vz E200-T)
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En la Figura 6.3 se muestra el comportamiento de la dimensién fractal de la linea
que caracteriza la morfologia de la superficie con respecto al parametro k.

Figura 6.3. Prediccion del comportamiento de la dimensioén con respecto al parametro

ki
2

k=41

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 6.4 se muestra como la rugosidad de la superficie se incrementa
con la dimensién fractal, lo cual se corresponde con el comportamiento logico
esperado. Para realizar esta prediccion se ha considerado que la altura promedio
de la interfase es igual a cero, donde la rugosidad se ha expresado de forma no
dimensional. Nétese que la rugosidad es igual a cero para una superficie plana
ideal, donde la linea superficial es una linea recta de dimension fractal igual a 1.

Figura 6.4. Comportamiento de la rugosidad b de la superficie con respecto a la dimension

fractal f de la linea superficial

20T

0.5 7T

0.0 t t t t t t t {
1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35 1.40

Fuente: elaboracion propia.
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Area superficial

De acuerdo con la geometria euclidiana, el drea de una superficie rectangular
ideal que tiene una rugosidad igual a cero se determina a través del producto de la
longitud de ambos lados del rectangulo:

A=L1 X Lz

Es claro que esta consideraciéon no es aplicable a una superficie rugosa, donde
la presencia de las fluctuaciones en la altura de la interfase causa que la linea
proyectada en un plano perpendicular a la interfase sea irregular, con una longitud
mayor que la correspondiente a una linea recta.

Por otra parte, la longitud de una linea irregular puede ser estimada a través
de la integral fraccional:

B ~ 61—17
1-fDpf1=—9Y
5D 1 NCFEL

donde 6<1 representa la precision de la mediciéon de la longitud [>1 de una
linea euclidiana que une ambos extremos de la linea irregular. A partir de estas
consideraciones se establece que el area de una superficie rugosa puede entonces
ser estimada a través de la relacion:

A,=

[ F(f+ 1) (Ll) X F(f + 1) (LZ)

Figura 6.5. Imagen de las superficies, perfil de la interfase, dimension fractal, rugosidad y

area superficial correspondientes
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Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 6.5 se muestran las imagenes de dos superficies observadas dentro
de un rectangulo de tamaifio 3.0 cm y 1.7 cm (precisién de la medicién 0.1 cm)
cuyas morfologias se caracterizaron mediante el uso del programa de tratamiento
de imagenes Image], con los valores de dimension fractal calculados y la rugosidad
y el area superficial estimados a partir del modelo propuesto.

107

‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcién de fenémenos fisicos y quimicos.indd 107 06/07/22 15:12 ‘



‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcién de fenémenos fisicos y quimicos.indd 108 06/07/22 15:12 ‘



Flujo . traves «. medios
fracturados

Elena Francisca Izquierdo Kulich

‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcién de fenémenos fisicos y quimicos.indd 109 06/07/22 15:12 ‘



‘ Aplicaciones del célculo fraccionario en la descripcién de fenémenos fisicos y quimicos.indd 110 06/07/22 15:12 ‘



Un medio fracturado se define como un soélido en el cual existen espacios vacios
formados por fracturas, las cuales pueden ser visualizadas como espacios entre
paredes solidas irregulares que se encuentran distribuidos de forma no uniforme y
a través de los cuales se puede transportar un fluido.

Los medios fracturados se caracterizan por ser espacios volumétricos altamente
anisotropos, donde el area de flujo disponible esta determinada por la forma, abertura
y densidad de las fracturas, mientras que la longitud paralela al flujo depende de la
interconexion que exista entre estas. Los medios fracturados se han caracterizado a
través de diferentes parametros, entre los que se pueden mencionar el nimero de
fracturas por unidad de area o volumen, la aspereza (proyeccion de la pared de la roca
en la fractura) y la abertura de la fractura (distancia perpendicular entre las paredes
que forman la abertura), entre otros. Esta caracterizacion generalmente resulta
bastante complicada, debido a que las irregularidades que caracterizan la morfologia
de las fracturas le confieren un caracter estocastico a cada uno de estos parametros.

Es precisamente el caracter irregular asociado a la geometria del medio lo
que impide obtener modelos simples para describir el comportamiento del flujo en
estos sistemas. Los modelos basicos que se han empleado para esta descripcion se
pueden clasificar como:

1) Modelos continuos equivalentes: Utilizan las ecuaciones correspondientes al
transporte en lechos porosos, donde la principal dificultad esta en la determinacion
de los parametros del modelo, que ademas no describe apropiadamente la
situacion fisica real.

2) Modelos discretos: Se basan en modelar el flujo a través de cada una de las
fracturas mediante un modelo del tipo ley ctbica, siendo la principal dificultad la
definicion de la geometria de la red de fracturas.

3) Modelos mixtos: Surge de la combinacién de los dos anteriores, presentando
las mismas limitaciones que caracterizan a los modelos continuos equivalentes.
4) Modelos de red de canales: Suponen que el flujo tiene lugar a través de una
porcién pequena del plano de las fracturas, y su dificultad fundamental est4 en la
definicion de la geometria del sistema.

5) Modelos de aproximaciéon por redes de las fracturas discretas: En este tipo
de modelos las fracturas se caracterizan a través de funciones de densidad de
probabilidad asociadas a la longitud, orientaciéon y localizacion de estas, entre

otros factores.

Por otra parte, la mayoria de las veces la aplicaciéon practica de estos modelos
conlleva el empleo de métodos numéricos de solucioén, lo cual también incrementa
la complicacion del problema.
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En este Capitulo se propone emplear un formalismo basado en la dimensioén
fractal para caracterizar la geometria de un medio fracturado, asi como el empleo
de las ecuaciones de fendmenos de transporte y el calculo fraccional para obtener un
modelo que permita predecir el comportamiento del flujo en este tipo de sistemas.

Morfologia y dimensiones de las fracturas

En la Figura 7.1 se muestran fotografias reales de dos medios fracturados, donde,
para ilustrar las ideas, se va a suponer, que la fotografia 7.1.A corresponde al
area de la seccion perpendicular al movimiento del fluido y la fotografia 7.1.B
corresponde a la seccién paralela al movimiento del fluido. Es evidente que el area
de flujo es menor que el area total del medio, ya que las fracturas ocupan solo una
relativamente pequena fraccion del area total. Por otra parte, notese que la longitud
real que recorre el fluido es en realidad mayor que la longitud total del medio, lo
cual se debe a la naturaleza irregular de la longitud de cada fractura.

Figura 7.1. Fotografias de medios fracturados

7.1.A. Seccion transversal 7.1.B. Seccion Longitudinal

En este contexto, cada fractura puede considerarse como un sistema de placas
paralelas, donde la distancia § entre las placas se identifica con la abertura de la
fractura, el ancho de la fractura W se identifica con el ancho de las fracturas que se
observan en la imagen correspondiente a la seccion transversal y la flecha senala la
direccion del movimiento del fluido.

La presencia de las irregularidades causa que sea muy dificil describir estas en
términos de la geometria euclidiana, siendo mas factible el empleo de la geometria
fractal. Para simplificar, la abertura de la fractura puede considerarse como una
variable euclidiana, donde la distancia entre las placas que forman la fractura
es constante, mientras que el ancho y la longitud pueden caracterizarse a través
de la dimensién fractal del contorno asociado a sus irregularidades. En la Figura
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7.3 se muestran las imagenes de los contornos del medio irregular y el valor de la
dimension fractal correspondiente, determinados mediante el programa Image],

para los medios fracturados representados en la Figura 7.1.

Figura 7.2. Visualizacion de la morfologia de las fracturas como placas paralelas irregulares

I ?” —

Fuente: elaboracion propia.

Figura 7.3. Caracterizacién morfologica del medio fracturado cuyas fotografias se muestran

en la Figura 7.1

f=1.2937 f=1.3516

Desde el punto de vista del flujo, existen dos parametros importantes. El primero es
la longitud real que recorre el fluido, cuya determinacién se establece a través de la

integral fraccional:

_ k¥ (L -1
LO_F(ﬁ) Jol-wr'du

_ 1
“TE+D

k1-BLA

donde f representa la dimensién fractal y k es un parametro que se identifica con la
precision de la medicién, debiendo cumplirse que L debe ser mayor que k.
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Para determinar el area de flujo se sigue un principio semejante al anterior.
Si, para simplificar, se supone que la distancia § entre las placas que forman la
fractura puede considerarse constante, entonces el area de flujo a través de una
fractura se determina como:

-a - i 6 -aJpJ«
a,= k% x VgDy ngl[l] —mkl w

siendo W la distancia entre los puntos extremos de la fractura y a la dimensién
fractal asociada al contorno del ancho de la fractura.

El area total de fluyjo puede estimarse a partir del nimero n de fracturas
promedio que se encuentran en el medio:

A=nxa,

El valor de n, que sera importante para la determinacion del flujo, puede estimarse
calculando mediante un programa de tratamiento de imagenes el area ocupada por
las aberturas en todo el medio y dividiendo por el area promedio de una fractura
en la imagen.

Perfil de velocidad en las fracturas

Para determinar el perfil de velocidad se selecciona el sistema de coordenadas
rectangulares, de tal manera que el flujo se visualiza como en un sistema de placas
paralelas. Debido a que en un medio fracturado las velocidades que pueden
desarrollarse son significativamente pequefias en comparacion con las que se logran
en tubos bajo el mismo gradiente de presion, se va a considerar que el régimen de
flujo es laminar, de tal manera que la ecuacion que describe el perfil de velocidad
esta dada por:

_ 0p 0%v, 0*v,
0= 0z + [axz + ay? ]+pgl

donde p es la presion, p y p representan la viscosidad y la densidad del fluido,
respectivamente, donde la coordenada x es paralela a la abertura § de la fractura y
la coordenada y es paralela al ancho de la fractura W. Si se considera que:

W>>6
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entonces el cambio de la velocidad en el eje x es mas significativa que el cambio en
el eje y:

0%v, S 0%v,

dax* ay*

de tal manera que el perfil de velocidad puede describirse aproximadamente a
través de la ecuacion diferencial:

0*v
=d z
0 tU 2
sujeta a las condiciones de contorno:
V,(0)=0
V,(6)=0

El parametro @ representa el gradiente de presion por friccion, que para un sistema
euclidiano y una diferencia de altura igual a cero esta definido como:

_ _Op
0= 0z

Como se esta considerando que el fluido se transporta a través de un medio de longitud
fractal, el gradiente de presion debe ser expresado a través de la derivada fraccional:

®=D’p

donde B es la dimensiéon fractal del medio fracturado visualizado paralelo al
movimiento del fluido. Resolviendo la ecuacion diferencial correspondiente se
obtiene que el perfil de velocidad esta dado por:

-3 (3-())
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Estimacion del flujo volumétrico a través del medio fracturado
El flujo volumétrico @ se determina integrando el perfil de velocidad con respecto
al area de flujo, siendo necesario el empleo del calculo fraccional para tomar en
cuenta el caracter fractal del contorno correspondiente al ancho de la fractura, de
tal manera que:

kl—aWa o)
=k x"D, D}Mv,(0)] =—————— 6
: < oDy oD v = T 1) u
Despejando se obtiene que el comportamiento de la presiéon en un medio fracturado
se determina a través de la solucién de la ecuacion diferencial fraccionaria:

12
D,p =WT%!;F(0( +1)
p(0) =P,

cuya solucion analitica exacta esta dada por:

KiPLP

PO—PL =12¢F(O_’+ 1)m

k%—awa63
Definiendo:

G=P0'PL

y despejando se obtiene el valor del flujo que se puede transportar a través de un
medio fracturado como funcién de la caida de presion por friccion:

_1 8BWe ki G 44
C=12"u ar@ ke PTB)

donde k; es la precision correspondiente a la medicion de la longitud de la fractura
perpendicular al movimiento del fluido y k; es la precisiéon correspondiente a la
medicién de la longitud de la fractura paralela al movimiento del fluido. En la
Figura 7.4 se muestra el comportamiento de la relacion:

Q

_0
Y

con respecto a las dimensiones fractales a y f para una fractura con una abertura
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de 0.01 m, un ancho de 0.4 m y una longitud de 10 m a través de la cual se mueve
un fluido de viscosidad 0.001 Pa.s. Se aprecia que un incremento de la dimension
fractal asociada al area de flujo conlleva a un incremento del flujo, ya que el aumento
de a significa que el ancho de la fractura es mayor que la que corresponderia a
un sistema de placas paralelas euclidiano, de tal manera que el area de flujo se
incrementa. Por otra parte, el flujo disminuye cuando se incrementa la dimension
fractal 8, lo cual se debe a que la longitud que debe recorrer el fluido es mayor que la
linea recta que une los puntos entre la entrada y la salida del sistema, de tal manera
que se incrementan las pérdidas de presion por friccion, lo que se manifiesta en una
disminucién del flujo que se puede lograr para un mismo gradiente de presion.

Figura 7.4. Influencia de la morfologia del medio sobre el comportamiento del flujo en un

medio fracturado

0.0003

0.0002

T —— —

T e T T

Fuente: elaboracion propia.
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Los lechos porosos presentan una morfologia compleja, existiendo una relaciéon no
trivial entre la distribucion de tamano de las particulas, la disposicion espacial de estas
y la porosidad del lecho. Esto complica la descripcion fenomenologica del flujo a través
de lechos porosos, que conlleva técnicas numéricas y un alto costo computacional.
Desde el punto de vista practico se suelen usar modelos relativamente simples, que
relacionan la velocidad del fluido con el gradiente de presion en estado estacionario,
y que involucran aspectos generales como el tamafo y forma de las particulas, la
porosidad y la viscosidad del fluido, asi como la necesidad del ajuste de parametros
empiricos a partir de los resultados experimentales observados.

Estos modelos se basan en dos aproximaciones fundamentales. En la primera
se visualiza el lecho formado por un conjunto de particulas, alrededor de las cuales
circula la fase fluida, estimandose las pérdidas de presion a partir de la suma de las
resistencias individuales de las particulas que componen el lecho. En la segunda
aproximacion, que por razones de simplicidad es la mas empleada, se visualiza el
lecho como un haz de tubos de seccién y forma aleatorias, y se aplican las ecuaciones
basicas relacionadas con la circulacion del flujo en tuberias.

Estos modelos tienen las siguientes desventajas: 1) no son adecuados para
describir el comportamiento en estado no estacionario; 2) al no poder predecir el
comportamiento del perfil de velocidad promedio en el lecho son inapropiados para
tratar fluidos no newtonianos, en los que la viscosidad aparente es una funcion del
perfil de velocidad, ni el caso de flujos bifasicos con separacion total de las fases, donde
la composicion y disposicion relativa de las fases influye significativamente sobre las
pérdidas de presion y 3) el empleo de parametros empiricos puede eventualmente
limitar la validez del modelo cuando las condiciones de operacion del lecho difieren
significativamente de aquellas bajo las cuales fueron estimados estos parametros.
Estas limitaciones son importantes en algunas situaciones practicas, como cuando
se intenta describir el efecto de la inyeccion de vapor o de fluidos menos viscosos
para facilitar el arrastre y la extracciéon de petréleo desde yacimientos porosos a
través de la generacion de un flujo bifasico.

Resulta interesante analizar si el empleo de herramientas no convencionales,
como la geometria fractal y el calculo fraccionario, hacen posible expresar las
ecuaciones fenomenologicas de continuidad y cantidad de movimiento en una
forma tal que, al ser resueltas, permitan obtener el perfil de velocidad y la velocidad
promedio como una funcién de la porosidad y el tamafio de las particulas.

En este Capitulo se describe el comportamiento del flujo a través de lechos
porosos partiendo de la hipdtesis de que es posible emplear las herramientas
relacionadas con el calculo fraccional y la geometria fractal de forma conjunta para
describir el comportamiento del flujo laminar estacionario, siendo el objetivo obtener
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un modelo que describa la relaciéon entre la velocidad del flujo y las pérdidas de presion
por friccion. Para esto se tomaron en cuenta dos ideas basicas. La primera consistio en
aplicar una integral fraccional para obtener una relacion entre la dimension fractal
que caracteriza la distribucion de particulas en el lecho y la porosidad, mientras que
la segunda idea se baso en reescribir la ecuacion diferencial que describe el perfil de
velocidad en un tubo como una ecuacion diferencial fraccionaria, donde el orden uno
de cada derivada involucrada se iguala a la dimensién fractal de la distribucion de
particulas, y resolver dicha ecuaciéon. Una vez que se obtuvieron ambos resultados se
sustituye apropiadamente la dimension fractal en la ecuacion del perfil de velocidad,
de tal forma que este queda expresado en funcién de la porosidad.

A partir del perfil de velocidad se obtiene la relacion entre la velocidad promedio
y las pérdidas de presion por friccion predicha por el modelo propuesto, predicciones
teoricas que fueron comparadas por las obtenidas empleando el modelo de Blake y
Kozeny, el cual ha sido validado experimentalmente.

Relacion entre la porosidad y la dimensiéon fractal de la
distribucion de particulas

El sistema bajo estudio se visualiza como un tubo de radio R (m) y longitud total L
(m), a través del cual se mueve un fluido de densidad p (kgm™) y viscosidad p (Pa.s)
constantes. El tubo no es un espacio vacio, sino que dentro de este se encuentran
presentes un conjunto de particulas inmoviles, que son las que forman el lecho
poroso como tal, como se ilustra en la Figura 8.1.

Figura 8.1. Visualizacion del flujo a través de medios porosos

La porosidad € es una propiedad que representa la fracciéon vacia del lecho, y que
se calcula a través de la relacion:
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donde V es el volumen total del lecho (m’) y V,, es el volumen total ocupado por
las particulas (m?). Debido a que para describir el perfil de velocidad es necesario
definir un area perpendicular al flujo, y la porosidad es una propiedad que se de-
fine en tres dimensiones, el area de flujo se va a considerar una seccion cilindrica
perpendicular al flujo, de radio R y longitud dz. Si las particulas que componen
el lecho, esféricas y del mismo tamano, y dz se iguala al radio § de las particulas,
entonces la porosidad del lecho, que en este caso se relaciona con la fraccion de
la seccion transversal a través de la cual puede transportarse el fluido, se estima a
través de la relacion:

_ mR* - N3 763
N TR26

—4

3
donde N es el namero total de particulas que caben dentro de la seccién transversal.
Otra forma de calcular la porosidad consiste en dividir la seccion transversal en N
celdillas ctibicas de volumen 48° y en suponer que en cada una de estas se encuentra
una particula de radio de radio §, obteniéndose en este caso:

_ N(28)’ - N3mé?

Nzoy 04764

Aungque las ecuaciones (LP 1) y (LP 2) son relaciones muy sencillas para estimar la
porosidad, en realidad la situaciéon es mucho mas compleja. En muchos sistemas
las particulas no tienen formas regulares, ni son todas del mismo tamano, donde
la desviacion estandar de la funciéon de probabilidad que describe la distribucién
de tamafios puede ser del mismo orden de magnitud que el valor promedio. En
este caso, las particulas mas pequenas se pueden localizar entre los espacios vacios
que forman las particulas mas grandes, lo cual permite incrementar el nimero
total de particulas en el lecho con la consiguiente disminucion de la porosidad. Por
otra parte, los espacios vacios entre las particulas dependen de como se distribuyan
espacialmente las particulas, asi como de la forma especifica de estas, aspectos que
a menudo presentan un alto grado de aleatoriedad.

Existe otra forma de caracterizar la morfologia de un lecho poroso, la cual,
si bien no resuelve todos los problemas, puede ser mas apropiada para describir
su complejidad. Si se divide la seccion transversal perpendicular al flujo en N,(1)
celdas de tamano /7y se cuentan el numero N(1) de estas que estan ocupadas por
particulas, y este proceso que se repite disminuyendo progresivamente el tamano
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1, entonces la dimension fractal que caracteriza la morfologia del lecho se calcula
a través de la relacion:

. InN(D)
«=lmTN.D

donde el namero de particulas contenidas dentro de una secciéon de radio <R se

n= )’

l<a;6<r

determina como:

siendo N, el nimero de particulas que se encuentran en la distancia 7=6, y cuyo
valor es aproximadamente igual a 1. Para valores iguales de a y 7 el ntimero total
de particulas se incrementa con la disminucién del radio promedio 6, lo que se
corresponde con el hecho de que la cantidad de particulas que caben en el sistema
se incrementa cuando su tamafio promedio disminuye. Por otra parte, para una
relacion — constante, el nimero de particulas se incrementa con la dimensi6n
fractal a, la cual, al describir el patrén espacial que forman las particulas como un
todo, considera de forma implicita el promedio y la desviacion estandar del tamaifio
de las particulas, asi como la forma y disposicion espacial de estas. En este punto,
el valor de a no puede ser mayor que 3, porque las particulas se encuentran dentro
de un espacio de tres dimensiones. Por otra parte, el valor de @ puede ser menor
que 2 para bajos valores de porosidad, para los cuales la seccion transversal al flujo
puede ser visualizada como un area divisora ideal, donde un valor de a igual a 1
indica que dentro de seccion solo puede existir una particula, por lo tanto, en este
contexto, no se trata de un lecho poroso, sino de un tubo vacio.

Visualizando la seccién transversal como un area divisora ideal, para estimar
la porosidad se va a considerar un valor de 7 arbitrario ( 0<r<R), y se calcula un
area no dimensional () a través de una integral fraccional en coordenadas polares,
cuyo orden se asume igual a la dimension fractal a:

T .- -a — jea- T y“
Q@) = [7K (D y)do = k5 fgm dyd6
_0 .., _T
K=R’'YTR

donde k es un parametro de escalado que representa la relaciéon entre el tamafio
de las particulas y el tamafio del lecho. Notese que el exponente a-1 asociado
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al parametro de escalado k al sumarse con -a, que es el orden de la integral
fraccional, es igual a -1, de tal forma que se garantice la consistencia dimensional,
ya que el area tiene unidades de longitud al cuadrado. La solucion exacta de la
integral (1.6) es:

- Znya-l-l
) =« a(a+ DIl(a)
Si el area divisora para a=1 es equivalente al area total de la seccion transversal del
flujo (suma del area libre mas la ocupada por las particulas, igual a su vez al area del
tubo vacio), entonces el cociente entre el area estimada para @>1,y=1, y el area de
la seccion transversal total se relaciona con el cociente € entre el area real del flujo
Af y el area total A, siendo entonces € equivalente a la porosidad del lecho. Por
otra parte, si se considera que € también es equivalente al cociente entre el area de
flujo ary el area total a,cuando el sistema se visualiza a escala de una sola particula
individual (y—k—1), entonces:

2ryett 2yltt -1
e = lim( limrk*? Ty X i
k-1 \ y=k F((Z + 2) F(l + 2)

_ 2
T aa+ DI (@)

La ecuacion (LP 3) describe la relacion entre la dimension fractal y la porosidad del
lecho. Notese que la porosidad tiende a 1 cuando la dimension fractal tiende a 1,
lo cual corresponde con el caso de un tubo vacio en el cual la porosidad es igual a
1, mientras que cuando la dimension fractal tiende a infinito la porosidad tiende
a cero. Dado que la dimension fractal se incrementa con el namero de particulas
y la disminucién de los espacios entre estas, este resultado se corresponde con lo
cualitativamente esperado.

La determinacién experimental de la dimensién fractal de un lecho poroso
en tres dimensiones es practicamente imposible, mientras que la porosidad es una
propiedad observable que si puede ser determinada experimentalmente. Por esta
razon es mas conveniente disponer de una ecuacién que permita estimar de forma
sencilla la dimension fractal a partir de la porosidad observada (debido a que la
ecuacion (LP 4) involucra a la funcién I'(a), no es posible determinar a de forma
analitica, requiriéndose de métodos numéricos para su determinaciéon para un valor
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de porosidad dado), para lo cual fueron aplicados métodos estadisticos de regresion
no lineal, a partir de lo cual se obtuvo:

=)

con un error maximo relativo de 5% y un 95% de confiabilidad. A partir de la
ecuacion (1.10) se puede entonces determinar el valor de a

a = 5-4&%%

Estimaciéon del perfil de velocidad del flujo en medio poroso

El perfil de velocidad laminar en coordenadas cilindricas correspondiente a un flujo

newtoniano, incompresible y estacionario en un tubo de radio R, fue modificada

para describir el flujo a través de un tubo dentro del cual se encuentran distribuidas

particulas solidas inmoviles, el cual representa el lecho poroso. La modificacion

consisti6 en sustituir las derivadas espaciales de orden uno por derivadas espaciales

de orden fraccionario e igual a la dimension fractal (Anexo B), de tal manera que:
—g—g + RZ“’Z(%)l_My%D‘;‘rD?v =0

La ecuacion (LP 5) se expresa como un sistema de ecuaciones diferenciales

fraccionarias no dimensional con respecto a la coordenada espacial:

1—(160(—0- —
Pky + kK oy = 0
-« 0
K =0
ny oy~
donde y es la coordenada espacial no dimensional %, U es la viscosidad del fluido
(Pa.s), V es la velocidad (m.s-1), y @ (Pa.m) es un parametro que involucra a las
pérdidas de presion por friccion (-77) (Pa.m-1):

__0p
®=--"R

siendo z la coordenada longitudinal al flujo. Las condiciones de contorno
establecidas para resolver el problema estan dadas por:

0(0)=0
V(1)=0
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y expresan que en la pared del tubo la velocidad es igual a cero, mientras que en el
centro la velocidad exhibe un valor maximo.

La solucién exacta del sistema de ecuaciones diferenciales fraccionarias
permite obtener el perfil de velocidad en funcién de la dimensién fractal:

) .
Vmax - (1 - yZ )

v(re) 1) 10-82
2D (1- )
donde la velocidad maxima Vmax (m.s ') esta dada por:

cDK-Za—l
Vnax =" (1 + ) 2al (2a)

9P R? F(5_4€0.25) (5)8(1-50-25)“

=0z 4u °T(10-8e%) \R.

Velocidad promedio del flujo en lechos porosos
La velocidad promedio, definida como el flujo por unidad de area total, se determina
a través de la integral:

7 W (177179 Jydyde

o"foydydo

cuya solucién esta dada por:

— a

V'= Vinax a+1
54,025
64025

V= O_P R? & F(6—4€0.25) {i 8(1-£"25)+1
—\ oz )

= vmax

4u (6-4€"%) T(10-8e°%)\R

Por otra parte, la velocidad promedio Ve (m.s ), definida como el flujo por unidad
de area real de flujo, y que permite estimar la velocidad del flujo a través de los
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canales que se forman entre las particulas del lecho, se determina dividiendo V por
la porosidad, de tal forma que:

v = a_P RZ 1 F(6—4SO'25) /6)8(1_80,25)+1

¢~ 0z 4 (6-4"%) T(10-88"%)\R.

Gradiente de presion

El gradiente de presion que se establece en un medio poroso como una funciéon
de la viscosidad del fluido, la porosidad del lecho, las dimensiones del lecho y la
velocidad del flujo se obtiene a partir de la ecuacion (LP 6):

0z- "RV & T(64e®) o

ap _ 4 (6-4e°25) T(10-8£%%) /ﬁ)g(l_go‘zs)ﬂ

de tal forma que para un fluido incompresible, newtoniano y en estado estacionario
la caida de presion por friccién en un lecho de longitud L (m):

Py-P, _ 41 (6-4e'%) T(10-8¢%) p

L

o ‘R 8(1-£225)+1
R? € [(6-4%) \ 5)

Donde P, (Pa) es la presion en la entrada y P, (Pa) es la presion a la salida. Notese que
las pérdidas de presion se incrementan linealmente con el producto de la velocidad
y la viscosidad del fluido, lo cual es un comportamiento caracteristico del flujo en
régimen laminar, asi como de forma potencial con respecto al parametro %, que se
relaciona con el nimero de particulas.

Resultados tedricos predichos y discusion
Si se considera %=1, y a@ =1, que corresponden en este modelo al caso de un tubo
vacio (significando que es aquel en el cual no hay particulas), entonces:

_ _6_P)R_2 (1-(%))

U(T) = ( aZ 4” 1 R
= _a_P)R_2
Vo= (-45) 6
Las ecuaciones (LP 7) y (LP 8) representan el perfil de velocidad y la velocidad
promedio para flujos isotérmicos, estacionarios, newtonianos e incompresibles que
se transportan en un tubo bajo un régimen laminar. Por lo tanto, este resultado
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demuestra que el modelo propuesto para flujo en lecho poroso se reduce al modelo
de flujo en tubo para porosidad igual a | y nimero de particulas igual 1.

Con el propésito de analizar las predicciones del modelo con base en el efecto
de la morfologia del lecho sobre la velocidad, para obtener estas se va a definir la

velocidad no dimensional ¢:

de tal forma que el perfil de velocidad ¢ no dimensional se escribe:

SF(5_480.25) 0.25
b = Ko-8:025 F10-85%) (1 _ [y|ro-se )

_6 ., _T
K—R,]/—R

De forma semejante, la velocidad promedio no dimensional se define:

_ U
U—VO

| T(6-4£9%5) 2¢
T=T(10-86"%) (6-4£°%)

9-8£025

En las Figuras 8.2 y 8.3 se muestran los perfiles no dimensionales de la velocidad
obtenidos para diferentes valores de los parametros k y €. El modelo predice una
disminucion de la velocidad maxima con la disminuciéon de la porosidad y el tamafio de
particula, lo cual es un resultado esperado, ya que la disminucion de ambos parametros
implica un incremento del nimero de particulas, lo que implica una mayor pérdida de
presion por friccion. Es de esperar, que, para igual gradiente de presion, se obtengan
velocidades menores. Por otra parte, se aprecia que el perfil de velocidad se distorsiona
con respecto al perfil paraboélico correspondiente al flujo en tubos, mostrando un
aplanamiento en las zonas cercanas al centro, el cual se incrementa con el nimero de
particulas. Este comportamiento se explica considerando que el modelo propuesto
toma en cuenta, de forma simultanea, los efectos de la pared (en las condiciones de
contorno) y de las particulas (en el orden fraccionario de las derivadas espaciales). En
las zonas alejadas de la pared, la influencia de esta disminuye y se hace practicamente
despreciable, ya que los efectos que predominan se corresponden al movimiento del
fluido a través de los canales que se forman entre las particulas, los que se manifiesta
en el aplanamiento del perfil de velocidad.
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Figura 8.2. Comportamiento del perfil no dimensional de la velocidad para £=0.4
considerando como parametro ¥ -,

e=04

0.5 7

0.0 7

-0.5 7

-1.0 f f f f f t }
0.0e+0 5.0e-6 1.0e-5 1.5e-5 2.0e-5 2.5e-5 3.0e-5 \5/5—5
V/ VO

Fuente: elaboracién propia.

. . . . ., . =0 _
Figura 8.3. Perfil no dimensional de la velocidad para una relacién de tamano k=5 =01

considerando como parametro la porosidad e.
k=0.1

0.5 1

00t €=03 e=04

4

1.0 : | | | | | ‘ ‘ |
0.0et0 2.5¢-5 5.0e-5 75e-5 1.0e4 13e-4 15e-4 184 2.0c-4 \5.3@
v/Vo

Fuente: elaboracién propia.
Para analizar el comportamiento predicho de la velocidad promedio, conviene

comparar este con el predicho por el modelo propuesto por Blake y Kozeny para
régimen laminar y particulas esféricas, y que esta dado por:

P _,_V (e-1)°
0z ~ Y (28)TH &
A=150
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en el cual el valor del pardmetro A fue calculado mediante técnicas estadisticas a
partir de los resultados experimentales observados. De esta ecuacion se determina
la velocidad promedio:

V=-_ GPRZLQ(é‘

) &
dz © 75 H\R) (g-1)?

Expresando la velocidad promedio predicha por el modelo de Blake y Kozeny de
forma no dimensional se obtiene:
|4

Y 2
m(rc,s)—V 021333}(( 1)2

Antes de continuar el andlisis, conviene discutir algunas cuestiones relacionadas
con las limitaciones comunes a ambos modelos y las diferencias entre ambos. El
formalismo adoptado por Blake y Kozeny se basa en visualizar el flujo a través de n
canales entre las particulas, donde n escala con el tamano de estas, y en aplicar las
ecuaciones para flujo en tubos para predecir la velocidad del flujo en cada canal.
Esta visualizacion es inapropiada para establecer el perfil de velocidad, por lo que
este modelo no considera el efecto de la pared del lecho (se han propuesto diferentes
modelos para corregir esta limitaciéon, como el reportado por Dolejs et al.). Por
otra parte, de acuerdo con este modelo, para un valor de porosidad igual a 1, que
corresponde al flujo en tubos, la velocidad se hace infinita para una caida de presion
especificada (o el gradiente de presion se hace igual a cero, para cualquier valor de
velocidad), predicciones que no son correctas, lo cual puede limitar significativamente
el alcance del modelo para valores de porosidad mayores que 0.5. El modelo propuesto
en este trabajo parte de una ecuacion fenomenoldgica que incluye como parametros
la porosidad y el tamafo de particulas, ademas de las dimensiones del sistema y la
viscosidad del fluido. El modelo obtenido a partir de la solucién de esta ecuacion
toma en cuenta el efecto de la pared del tubo, y permite predecir el perfil de velocidad
y es reducible al flujo en tubos para valores de porosidad y tamano de particula
extremos. Otra diferencia, muy importante, entre ambos modelos, es que, mientras
que el modelo de Blake y Kozeny involucra a un parametro empirico cuyo valor debe
ser determinado a partir de las observaciones experimentales, el modelo propuesto no
necesita involucrar a priori ningiin parametro empirico, aunque una futura verificacion
experimental si puede conllevar a la necesidad de involucrar un pardmetro empirico
para permitir un ajuste apropiado del modelo a los datos experimentales observados.
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En ambos modelos se considera que todo volumen libre de particulas del
lecho se encuentra ocupado por el fluido en movimiento. Sin embargo, para
tamanos de particulas muy pequenios, los fendmenos relacionados con la tension
superficial del fluido y su afinidad por la superficie de las particulas, los cuales
dependen de la composicion quimica, pueden tener efectos apreciables sobre la
velocidad del fluido e incluso pueden causar que el fluido se retenga en algunas
secciones del lecho. Otra limitacién comin a ambos modelos es que consideran al
tamafo de las particulas, el radio del lecho y la porosidad como parametros que
pueden tratarse de forma independiente, cuando en realidad ambos se encuentran
estrechamente relacionados entre si.

En el formalismo adoptado en este trabajo, se obtiene una ecuaciéon para
describir el area divisora de flujo a través de la cual se predice que esta se incrementa
con el tamano de la particula, tal y como se muestra en la Figura 8.4. Sin embargo,
esta relacion no puede ser utilizada para estimar directamente la porosidad, ya que
la dimension fractal solo tiene sentido cuando el sistema se observa a escala del
tamafio de la particula.

Figura 8.4. Comportamiento del area divisora de flujo predicha como funcién del tamaiio

de particula considerando como parametro la dimension fractal

Afos
0.4
03

027

0.1 7

0.00 0.0 002 0.03 0.04 005 0.06 007 008 0.09 Y{IO
Fuente: elaboracion propia.
Cuando se presentan los resultados predichos por un modelo, se interpretan
observando en una grafica en coordenadas rectangulares como cambia la variable
de salida (en este caso la velocidad) con respecto a uno de los parametros, que se

toma como variable independiente, mientras que el otro parametro o los otros se
consideran constantes. En el caso que nos ocupa, por ejemplo, se va a analizar como
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variala velocidad con respecto al tamaiio de particula considerando como parametro
la porosidad, o como cambia la velocidad con respecto a la porosidad considerando
como parametro el tamano de particula. Pero como estos dos parametros se
encuentran relacionados, como se muestra en la Figura (8.4), puede que existan
combinaciones de valores de ambos parametros que no sean posibles fisicamente.
Sin embargo, esto no tiene una gran importancia desde el punto de vista practico.
Debido a todas las limitaciones planteadas, es siempre necesario determinar
experimentalmente la distribucion de tamano de particulas y la porosidad del lecho
tomando en cuenta la naturaleza del fluido, ya que las evidencias experimentales
muestran que la porosidad observada depende de la naturaleza quimica del fluido
involucrado.

En la Figura 8.5 se muestra el comportamiento de velocidad promedio
predicho por el modelo propuesto (MP) y por el modelo de Blake y Kozeny (ME)
con respecto a la porosidad del lecho considerando como parametro la relacion
k=%. Ambos modelos predicen comportamientos cualitativos muy parecidos,
donde los valores de velocidad tienen el mismo orden de magnitud, donde para
valores de porosidad menor que 0.5 el modelo propuesto predice una velocidad
menor. Aunque esta velocidad menor pudiera ser explicado porque este modelo
incluye el efecto de la pared, también puede ser un resultado de las limitaciones
propias del modelo, mientras que para valores mayores de porosidad pudieran
plantearse cuestionamientos acerca de la validez del modelo de Blake y Kozeny por
los aspectos de reducibilidad discutidos anteriormente. Las menores diferencias
se observan para valores de porosidad entre 0.4 y 0.5, que incluyen el valor
tedrico para un lecho ideal ocupado por particulas esféricas del mismo tamano,
obteniéndose que para este valor teérico existe una correspondencia exacta entre
ambos modelos para un valor de k=0.1, como se muestra en la Figura 8.6.

Tomando en cuenta las limitaciones de ambos modelos, y las significativas
diferencias que existen entre ambos, esta correspondencia resulta ser sorprendente
(Figura 8.7), y solo puede ser explicada si 1) se considera que el formalismo
matematico empleado es valido para la descripcion de este sistema, y por tanto,
pudiera en principio emplearse para la descripcion de sistemas fisicos en general,
aunque no existe en realidad ninguna relacion entre la dimension fractal y el orden
de las derivadas fraccionales; 1i) si existe una relacién entre la geometria fractal y el
calculo fraccionario, aun cuando no pueda ser demostrada logicamente, que permite
describir hechos fisicos subyacentes en los sistemas heterogéneos complejos, de tal
manera que es posible obtener ecuaciones mas generales para describir la dinamica
de los fluidos, siendo la ecuacion de Navier Stokes un caso particular de estas 1) en
realidad no existe ninguna relacion entre la geometria fractal y el calculo fraccionario,
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y la correspondencia obtenida entre los resultados predichos y los observados en
este trabajo (el modelo de Blake y Kozeny fue corroborado experimentalmente) es
totalmente fruto del azar. Dejamos esta respuesta a consideracion del lector.

Figura 8.5. Predicciéon del comportamiento de la velocidad promedio por el modelo
propuesto (MP) y por el modelo de Blake y Kozeny (ME) con respecto a la porosidad e

. . . 5
considerando como parametro la relacion k=

\%

0.003
0.002

0.001

0.000

Fuente: elaboracion propia.

Figura 8.6. Prediccion del comportamiento de la velocidad promedio por el modelo

propuesto (MP) y por el modelo de Blake y Kozeny (ME) con respecto a la relacién © -% para

el valor tedrico de porosidad igual a 0.4764.

e=0.4764
v 0.0020 T
0.0015 +
0.0010 +
0.0005 T _ =
0.0000 A==t ]
001 002 003 004 005 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 011 0.12 0.13 014 .15

_MP; __ME

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 8.6. Comparacion entre los valores predichos por el modelo propuesto (MP) y por
kb

el modelo de Blake y Kozeny (ME) considerando como parametro la relacion “~ & para el

valor teorico de porosidad igual a 0.4764.

e =0.4764; 0.0000001 <k <0.15
MP

0.0020 T ey
0.0015 T+
0.0010 T

0.0005 1

I\/fﬁiﬂo

Fuente: elaboracion propia.

De ser validado experimentalmente, el modelo propuesto presenta las siguientes
ventajas con respecto a los precedentes: 1) al ser un modelo analitico, no requiere
el uso de técnicas numéricas ni un alto costo computacional para la prediccion de
sus resultados, lo que constituye una de las ventajas de los modelos practicos que
se emplean habitualmente para el disefio y evaluacion de este tipo de sistemas; 2)
al predecir el comportamiento del perfil de velocidad, es apropiado para predecir
el comportamiento de la velocidad en sistemas bifasicos con separaciéon total de
las fases, aplicando la misma metodologia que se emplea para este tipo de flujo en
tubos; 3) considerando la derivada temporal en la ecuacion diferencial fraccional
que describe el perfil de velocidad se puede predecir el comportamiento de estado no
estacionario en estos sistemas y 4) puede, en principio, ser apropiado para describir
el comportamiento del flujo no newtoniano en lechos porosos, aunque queda por
investigar si las ecuaciones obtenidas pueden ser resueltas de forma analitica.
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Si f es una funcién definida en el intervalo [0,00], entonces la transformada de
L(f) = f esta definida por la integral:

f(s) = L{f}(s) = [retf(t)dt

donde, para los valores de s para los cuales esta integral converge, se define la
transformada de Laplace de f.

Tabla de la transformada de Laplace de diferentes tipos de
funciones
Funciones de potencia

f@&  F(s)=L{f}s)

1
1 S
t
1
SZ
n! ..
t" S N es un entero posiivo
t—l/Z
[T
S
t1/2
T
253/2
te [(a+1)
T et
Funciones trigonométricas
f®)  F(s)
sinkt k
st + k?
coskt ¢
st + k?
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cos’kt

s? + 2k?
s(s* + 4k?)
tsinkt
2ks
(s* + k?)?
tcoskt
2 — k2
(s* + k?*)?
2(1-cosk) s*+k?
t s?
sinat a
; arctan(T)
f@®  F(@s)=L{f}(s)
sinkt + ktcoskt
2ks?
(s + k?)?
sinkt - ktcoskt
2ks?
(s* + k?)?
1 - coskt
k2
s(s?+ k?)
kt - sinkt
k3
inbt-bsinat L
asinbt-bsina 7 Nz 2
s2+a®)(s*+ b
(b)) ( )( )

cosbt-cosat
aZ_bZ S
(s> + a*)(s* + b?)
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Funciones hiperbdlicas

f@®
F(s)=L{f}(s)
sinhkt k
s2—k?
coshkt S
S2_k?
sinh?kt _ 2k*
s(s*-4k?)
coshkt _§*=2K
s(s?-4k?)
f@®
F(s) =L{f}(s)
tsinhkt
2k
(SZ_kZ)Z
tcoshkt P4k
(s*- k%

2(1—coskt)I 5% + k?
n
t s?

Funciones exponenciales
f@®)  F(s)=L{f}(s)

eat 1

teat 1
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theat n!

(s-a)y! S
, N apositive iteger

bt at s-a
e -e Insfb

t
f® F(s) =L{f}(s)
1 o-a2/4t e
Tt S

A a2t geals

2Vmt?
edt — ght 1

a-b (s-a)(s-b)
ae®— pe’t S

a-b (s -a)(s-b)

Funciones dadas por el producto de una funcion exponencial y una
funcion trigonométrica

f(@® F(s) =LA{f}(s)
e“sinkt K
(s-a)*+ k?
e“coskt
s-a
(s-a)?+ k?
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Funciones dadas por el producto de funciones exponenciales e

hiperbdlicas
f@® F(s)=L{f}(s)
e“sinhkt K
(s-a)*-k?
e“coshkt
s-a
(s-a)*-k?

Funciones dadas por el producto de funciones trigonométricas e

hiperbdlicas
f© F(s) = L{f}(s)
inktsinhkt
sinktsin ks
s? + 4k*
sinktcoshkt k(s? - 2k?)
s*+ 4k
cosktsinhkt k(s? - 2k?)
s*+ 4k*
cosktsinhkt 3
s
s+ 4k*

Funciones de Bessel

f®
F(s)=L{f}(s)

JoCkt)
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Funcion error complementaria

f® F(s) = L{f}(s)

a a —avs
f =1-erf| e
o C<2\/?> o (m) s

2T e g erk( 2%) e

-aVs
ab b _a e
e%be 2terfc(bx/t + 2\/?> \/;(\/E_'_ b)

be
s(Vs +b)
—ewebterfc| bVt + — + erfc a
( 2Vt 2Vt

Funcion de Dirac

f®
F(s) = L{f}(s)
6(t)
1
6(t - to)
e~sto

Funcion salto unitario

f@®
F(s) =L{f}(s)

f(t-a)H(t-a) e = F(s)

H(t-a)
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Expresiones generales

IHG)
F(s) = L{f}(s)

e F(s-a)

ft-a)H(t-a) e F(s)

f(n)(t) S"F(S) _ S(n-l)f(o) — . .—f(”'l)(O)

tf(t) g
1" g F(s)

[ f@egtF(s)G(s)
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